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Prélogo

Se hace ciencia con hechos como una casa con piedras,
pero una acumulacion de hechos no es una ciencia
lo mismo que un monton de piedras no es una casa.

Poincaré, J.

Querido lector, el texto que tiene en su mano es fruto de la evolucion de los apuntes, textos y
notas que los profesores Paris y Picon de la Universidad de Sevilla inicialmente elaboraron
para apoyo a la docencia de la Elasticidad y Resistencia de Materiales en la titulacion de
Ingenieria Industrial que se impartia en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales
de la Universidad de Sevilla.

La disciplina antes aludida forma parte de lo que podriamos llamar conocimientos basicos
para la ingenieria. De hecho, casi la totalidad de las carreras de ingenieria tienen como
materias obligatorias la Elasticidad y la Resistencia de Materiales. Los continuos cambios de
planes de estudios y el aumento de titulaciones de ingenieria que acontecen a partir del afio
1998 hacen que la docencia que se imparte asociada a dichas disciplinas se vea alterada por la
disminucion de carga docente y la formacion previa de los alumnos que la cursan. Ello ha
motivado que el enfoque y el contenido de la informacion facilitada al alumno evolucione
dando lugar al texto que aqui se presenta.

Para entender mejor el tratamiento que se le da a la Elasticidad y la Resistencia de Materiales
en este texto, que se corresponde con la docencia que se imparte de esta asignatura en el actual
Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales, los autores creen que es importante mostrar
el contexto académico, que en los tltimos afios ha condicionado la evolucion de la docencia
de esta asignatura en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria de Sevilla.

Asi, en la antigua titulacion de Ingenieria Industrial, del Plan 64, la asignatura Elasticidad y
Resistencia de Materiales era una asignatura obligatoria para todas las especialidades teniendo
una carga docente asignada de 12 créditos (120 horas de docencia teodrico-practica).
Posteriormente la entrada del Plan 98 origind un desdoble de la asignatura. Por un lado, se
impartia la asignatura de Elasticidad en 6 créditos, y por otro, la de Resistencia de Materiales
de 4.5 créditos, impartiéndose antes la parte de Elasticidad que la de Resistencia de Materiales.
En el afio 2011 se implantan los Grados, impartiéndose en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieria de Sevilla el Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales, el grado afin a la
antigua carrera de Ingenieria Industrial. Se multiplican las especialidades y la asignatura de
Elasticidad y Resistencia de Materiales pasa a impartirse en el 1° cuatrimestre del 2° Curso
con una carga docente de 6 créditos como asignatura troncal. Adicionalmente, hay otra
asignatura, Ampliacion de Elasticidad y Resistencia de Materiales, que es una asignatura
optativa que se imparte en cursos posteriores con una carga de 4.5 créditos.
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Centrandonos en la asignatura troncal, nos encontramos con el hecho de que la carga docente
ha bajado significativamente, lo que afecta de forma directa al contenido de la asignatura y
ademas la formacion previa del alumno que la cursa es mas baja.

Aunque el nombre de la asignatura Elasticidad y Resistencia de Materiales nos puede hacer
pensar en una unica disciplina, la verdad es que son dos disciplinas distintas dentro de la
Mecanica de Medios Continuos que, si bien tienen los mismos objetivos y emplean las
mismas ecuaciones conceptuales, se diferencian en la geometria del sélido bajo estudio. La
Teoria de la Elasticidad estudia sélidos con geometria arbitraria y todas las variables
involucradas en el estudio deformable del sélido se establecen a nivel de punto, resultando
unas ecuaciones cuya resolucion analitica, en general, no es posible. Particularidades
geométricas de los solidos (como la presencia de alguna dimension muy superior 0 muy
inferior a las otras) permiten establecer determinadas hipdtesis simplificativas que hacen que
las ecuaciones de gobierno puedan ser tratadas analiticamente. De este aspecto se ha ocupado
tradicionalmente la Resistencia de Materiales, en particular, de aquellos solidos que tienen
una dimensién muy superior a las otras dos, solidos a los que denominamos barras.

El estudio de las barras puede llevarse a cabo sin necesidad de haber estudiado previamente
la Teoria de la Elasticidad, y hay libros muy conocidos (Resistencia de Materiales de
Timoshenko S. por ejemplo) que usan este enfoque. Con el bagaje de mas de 40 afios de
imparticion de la asignatura de Elasticidad y Resistencia de Materiales, creemos que es mas
clarificador y facilita la compresion, el abordar la Resistencia de Materiales conociendo
previamente conceptos basicos de la Teoria de la Elasticidad, tales como las tensiones, las
deformaciones, la ley de comportamiento, el Principio de Saint-Venant, etc.

Asi, tradicionalmente, cuando la carga docente lo permitia, o cuando el plan de estudios
contemplaba dos asignaturas diferenciadas, se impartia en primer lugar la Teoria de la
Elasticidad y posteriormente la Resistencia de Materiales. Para la Teoria de la Elasticidad, el
texto de referencia seguido, no solo para la titulacién asociada a la Ingenieria Industrial sino
para otras titulaciones como Ingenieria Aeroespacial o Civil, es el riguroso texto “Teoria de
la Elasticidad “del Profesor Paris. Para la Resistencia de Materiales, se usaban unos apuntes
elaborados por el Profesor Picon, también muy extensos y detallados, que contemplan todos
los aspectos relacionados con los modelos de barra.

Dada la merma que supuso en la carga docente el actual plan de estudios, se presento la
disyuntiva de como organizar la docencia. No parecia logico usar los 6 créditos solo para la
Teoria de la Elasticidad, pero si se usaban solo para Resistencia de Materiales el planteamiento
para abordar el analisis de solidos con geometria de barra llevado hasta ahora no resultaba
posible.

La solucion que se adoptd fue empezar con una introduccion a la Teoria de la Elasticidad con
el inico propdsito de introducir una serie de conceptos y ecuaciones que permitiesen, a nuestro
entender, comprender mejor el modelo de barras que estudiamos en lo que denominamos
Resistencia de Materiales.
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Asi, este texto aborda el modelo de barra partiendo del nivel de punto y llegando a la estructura
(conjunto de barras) a través de la rebanada (trozo de barra) y de la barra propiamente dicha,
constituyendo el texto base sobre el que se sustenta la docencia en la Titulacion de Grado de
Ingenieria en Tecnologias Industriales y sin duda puede servir también para otras titulaciones
afines.

Aunque el titulo del texto no es convencional (al no existir muchos textos que se titulen de
esta manera conjunta) hemos preferido que dicho titulo se identifique con la asignatura a la
que pretende dar cobertura por lo que lo hemos denominado Elasticidad y Resistencia de
Materiales, anadiéndole ademas “del punto a la estructura” con objeto de enfatizar como se
va a plantear y desarrollar el modelo de barras.

El texto esta dividido en 8 Capitulos y 5 Apéndices, y cada Capitulo dispone al final de una
serie de problemas o ejercicios resueltos, algunos de estos ejercicios son ejemplo de los que
se han propuesto en diferentes examenes a lo largo de los afios.

El Capitulo 1 es un tema de introduccion a la mecanica del sélido deformable, donde se define
el solido en estudio, las acciones que sobre €l actiian, las hipotesis que se asumen, asi como
las magnitudes que se emplean para caracterizar el solido deformable y las relaciones entre
ellas. En este Capitulo también se comentan los estados limites que condicionan el disefio del
solido y de especial importancia el Principio de Saint-Venant como llave para conectar el nivel
de punto con el de barra.

El resto de Capitulos estan dedicados al modelo de barras, considerando €sta como barra recta
o de pequena curvatura. En los Capitulos 2, 3 y 4 se estudia el nivel de rebanada y se definen
la barra y las acciones sobre ella. Por integracion de las magnitudes a nivel de punto se definen
los esfuerzos internos y se establecen las ecuaciones de equilibrio. Las ecuaciones de
compatibilidad y comportamiento, asi como el célculo de tensiones a partir de los esfuerzos
internos para el caso de traccion-flexion, se tratan en el Capitulo 3 para secciones arbitrarias,
y en el Capitulo 4 para perfiles de pared delgada.

La integracion de las ecuaciones anteriores da lugar a las ecuaciones a nivel de barra y es
tratado en el Capitulo 5. Asi, para casos planos se obtienen las leyes de esfuerzos y el campo
de desplazamientos. Aunque hay muchos procedimientos o técnicas para el célculo de
desplazamientos, se han empleado aqui los teoremas de Mohr, que no son mas que la
integracion de las ecuaciones de compatibilidad-comportamiento. Los diferentes tipos de
apoyos y su materializacion fisica son también objeto de estudio en este Capitulo.

El Capitulo 6 cierra el modelo de barras de la Resistencia de Materiales y en €l
fundamentalmente se establece el procedimiento para abordar de forma manual el analisis de
un conjunto de barras. Dicho procedimiento es conocido como el Método de las Fuerzas.
También son objeto de tratamiento en este Capitulo conceptos tales como isostaticidad e
hiperestaticidad.

El Capitulo 7 esta dedicado al estudio de la inestabilidad de las barras sometidas a compresion.
En este tema se relaja la hipétesis de pequefios desplazamientos (Teoria de 1°" orden) y se
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considera el equilibrio sobre la deformada (Teoria de 2° orden) para explicar por qué una barra
recta sometida solo a compresion puede flectar.

El estudio de la barra a torsion es tratado en el Capitulo 8 considerando exclusivamente la
situacion en la que no existen restricciones a los desplazamientos de alabeo.

Por ultimo, el texto se completa con 5 Apéndices. El primero de ellos sélo pretende recordar
al lector como proceder para obtener propiedades geométricas de las secciones (posicion del
centro de gravedad, o el calculo de los momentos estaticos de 1y 2° orden). Se incluyen en
este Apéndice las propiedades de secciones tipicas, asi como las de los perfiles de pared
delgada comerciales.

El Apéndice 2 pretende mostrar al lector el alcance y validez de las hipotesis que el modelo
de barra emplea para los problemas de traccion-flexion.

El Apéndice 3 es una reflexion, mas profunda que la abordada en el Capitulo 7, sobre el
fenomeno de la inestabilidad y que intenta explicar la razon por la que una barra sometida a
una carga por encima de la carga critica presenta un equilibrio inestable. Para este estudio se
relaja la hipdtesis de rotaciones pequeiias y se estudia el efecto de una perturbacion sobre una
barra comprimida en teoria de 3* orden.

En el Apéndice 4 se relaja la hipotesis del comportamiento eléstico y se permite que el punto
de la seccion plastifique. Se introduce el concepto de colapso estructural y se emplea el
modelo de rétula plastica para su determinacion. Una serie de ejercicios al final de este
Apéndice ilustran como obtener las propiedades plésticas de las secciones, asi como la
obtencion de la carga de colapso.

Por tltimo, el Apéndice 5 incluye una serie de ejercicios (no de exdmenes) que intentan poner
de manifiesto la potencia de los modelos de barra desarrollados, asi como el alcance de
algunas de las hipotesis establecidas.

Los autores quieren expresar su mas profundo agradecimiento a los Profesores Federico Paris
y Rafael Picon (DEP) por todo lo que nos ensefiaron, por el rigor y la profundidad con que
debian ser tratados los conocimientos que nos transmitieron.

También desean agradecer al resto de compaiieros del Grupo de Elasticidad y Resistencia de
Materiales del Departamento de Mecéanica de Medios Continuos y Teoria de Estructuras, que
han impartido esta disciplina en alguna titulacion de Ingenieria y que sin duda con sus
comentarios han contribuido a mejorar el contenido de este texto: Antonio Blazquez por sus
fructiferos comentarios en relacion al Apéndice 3, Juan Carlos Marin, Luis Tavara, Maria
Luisa Velasco, Carlos Sandino, Serafin Sanchez, Rocio Ocafa, Vladislav Manti¢, Israel
Garcia y José Reinoso.

Los autores

Sevilla, 2024
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1 CONCEPTOS BASICOS DEL SOLIDO DEFORMABLE

Ut tensio, sic vis
(Como la extension, asi la
fuerza)

Hooke, R.

Materiales es el analisis y disefio de elementos resistentes. Al conjunto de elementos

resistentes se le denomina estructura. El cumplimiento de dicho objetivo requiere

hallar ciertas magnitudes asociadas al fenomeno resistente y compararlas con
determinados valores limites. La determinacion de dichas magnitudes es competencia de la
Mecanica de Medios Continuos, entendiendo ésta como aquella parte de la Fisica que se
ocupa de estudiar el comportamiento de los solidos deformables.

Podriamos decir genéricamente que el fin ultimo de la Elasticidad y Resistencia de

Es un hecho bien comprobado experimentalmente que cuando un solido es sometido a la
accion de unas fuerzas, sus puntos experimentan desplazamientos que hacen que cambien
sus posiciones. En determinadas situaciones el modelo de sélido rigido estudiado en las
asignaturas de Mecénica es suficiente para predecir la evolucion del sélido; en éste modelo
no hay variacion de la longitud de ningtin segmento que une dos puntos arbitrarios del solido.
Sin embargo, hay un amplio conjunto de situaciones practicas en las que el modelo de solido
rigido no es suficiente para predecir las caracteristicas del comportamiento de los solidos,
debiendo recurrirse entonces al modelo de sélido deformable, modelo que relaja la hipotesis
de invarianza de la distancia entre dos puntos arbitrarios del solido. El estudio del solido
deformable se puede llevar a cabo a través de un modelo matematico que relaciona las
fuerzas aplicadas en el s6lido (causas) con los desplazamientos de sus puntos (efectos).

En este Capitulo definiremos dos magnitudes internas que van a permitir, por un lado,
caracterizar como las cargas externas se transmiten por el interior del sélido y, por otro,
visualizar los desplazamientos relativos entre puntos del solido como cambios de forma y
de volumen.
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1.1 Introduccion

El solido bajo estudio se va a caracterizar mediante un modelo matematico que asocia cada
particula del solido a un punto geométrico de coordenadas (x, y, z). Las coordenadas
pertenecen al campo de niimeros reales, de tal modo que la continuidad de dicho campo
recoge la continuidad del sélido. Desde el punto de la modelizacion se distinguen tres tipos
de solidos (Figura 1.1):

Acotados: Los solidos tienen un contorno que encierra a un volumen finito.

Semiinfinitos: Los solidos tienen un contorno que no lo acota en todas las direcciones. Es
clasico para el estudio del comportamiento deformable de un suelo o de una presa.

Infinitos: Los so6lido no tienen contorno que acoten su volumen. Tal es el caso del tunel
representado, si se analiza como un caso bidimensional.

Figura 1.1. Tipos de solidos

Asi, considérese el solido acotado de la Figura 1.2a, de dominio (volumen) ¥ [L*] y contorno
(superficie) S [L?], en el que se muestran las acciones externas tipicas de un modelo de s6lido
deformable, acciones que son debidas a la funcién industrial que cumple el s6lido objeto de
estudio.
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Figura 1.2. S¢lido a estudiar

En primer lugar, sobre una parte del contorno que se denomina S; actiian unas fuerzas por
unidad de area [F/L?]. Ejemplo de fuerza de superficie seria la presion ejercida por un gas o
un liquido en el interior de un deposito o en una tuberia de conduccion. Estas fuerzas de
contorno se denominaran 7 representando genéricamente la notacion 7, al vector de
componentes7, 7, V%, expresadas en un sistema de referencia cartesiano, e indicando la barra
superior que se trata de una magnitud prescrita, es decir, de valor conocido. En segundo
lugar, en cada elemento de volumen del sélido pueden actuar unas fuerzas de dominio que
se denominan X. Estas fuerzas actuardn por unidad de volumen [F/L®] y como ejemplo de
las mismas puede considerarse el peso propio del s6lido. Por tiltimo, en la parte del contorno
denominada S, los desplazamientos estan prescritos, es decir, toman un valor conocido .
Si el soporte del solido en la zona S, se considera totalmente rigido se tendra u =0; como
ilustracion de desplazamientos prescritos distintos de cero, citemos por ejemplo los
descensos de los apoyos (cimientos) de una construccion civil, producidos por un asiento
del terreno de valor conocido. En la parte de contorno que se ha denominado S, los
desplazamientos son desconocidos y en la parte que se ha denominado S,, las acciones
actuantes son desconocidas recibiendo genéricamente el nombre de reacciones.

En todo lo que sigue las ideas basicas se ilustraran sobre solidos acotados y mediante una
situacion bidimensional (Figura 1.2b), que es la que se produciria en una chapa de espesor e
muy pequefio respecto a sus dimensiones, y con las cargas actuantes contenidas en el plano
de la misma; a dicho solido se le denomina laja. Las variables que se iran introduciendo se
suponen constantes en el espesor de la laja. Las ecuaciones establecidas se generalizaran
posteriormente al caso de s6lido acotado tridimensional.

Las acciones externas descritas (causas) crean unos desplazamientos (efectos) de cada punto
del dominio que representaremos por un vector u. La Teoria de la Elasticidad constituye un
modelo matematico del sdlido deformable que permite relacionar las acciones externas
(causas) 7, X'y i con los desplazamientos u en cada punto del volumen (efectos). Para ello,
es necesario introducir un conjunto de variables internas (que se denominaran tensiones)
que caracterizaran como se transmiten las fuerzas aplicadas por el interior del solido, asi
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como otro conjunto de variables internas (que se denominaran deformaciones) que
caracterizaran los cambios relativos de distancia entre puntos del sélido. Ambos conjuntos
de variables internas deberan ser luego relacionados mediante la denominada ley de
comportamiento.

Como hipotesis basicas de partida sobre el solido objeto de estudio se admitira que éste es
homogéneo (es decir, que tiene las mismas propiedades en todos sus puntos), isétropo (es
decir, que las propiedades mecanicas son independientes de la direccion), y tiene un
comportamiento elastico lineal, lo que significa que al ser todas las ecuaciones lineales, la
suma de la causas es igual a la de los efectos y el estado final del s6lido es independiente del
orden en que se apliquen las acciones. De este modo, al moverse los distintos puntos del
solido las fuerzas aplicadas hacen un trabajo, que se almacena en forma de energia elastica
de deformacion en el solido; al eliminarse las fuerzas aplicadas el s6lido vuelve a su estado
indeformado, es decir, sin desplazamientos relativos de ninguno de sus puntos.

Respecto a la magnitud de los desplazamientos, admitimos que éstos son muy pequefios
comparados con las dimensiones del solido. Respecto a las fuerzas aplicadas, suponemos
que se aplican de forma cuasiestatica, siendo despreciables, por tanto, los efectos de la
inercia.

1.2 Tensiones

Consideremos el sélido de la Figura 1.2b, y demos un corte imaginario por un plano genérico
AB que contiene al punto P (Figura 1.3a), separando asi el solido en dos partes, de las cuales
la parte inferior se muestra en la Figura 1.3b, y en la que ds es un elemento diferencial de la
linea AB.

=)

Figura 1.3. Acciones entre dos partes del solido

Sobre un elemento de area d4=eds (siendo e el espesor) contenido en el plano de corte y
centrado en el punto P, de vector unitario normal n’, la parte superior ejerce sobre la inferior
una fuerza por unidad de area [F/L?] de valor ¢/, que, en general, no coincidiré en la direccion
con la normal i/, como se muestra en la Figura 1.3b. Se denomina a ¢ como el vector tension
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en el punto P asociado a un plano de vector unitario normal n’, siendo necesaria esa
referencia a la normal, pues si dividimos el s6lido en otras dos partes diferentes por otro
plano CD que también contenga al punto P (Figura 1.3ay c), la accion ejercida por la parte
superior sobre la inferior en el d4 de normal n cambiara y pasara a valer £.

Conviene notar que el decir “demos un corte imaginario por un plano genérico” no excluye
el que pueda emplearse una curva suave alternativa, en este caso la normal al plano en el
punto P seria la normal a la tangente a la curva en dicho punto.

1.21 Lema de Cauchy

Teniendo en cuenta que por el punto P pueden pasar infinitos planos, con infinitos vectores
tension asociados, parece conveniente preguntarnos si existe algin conjunto finito de
vectores tension en el punto P a partir del cual se pueda calcular cualquier otro vector tension
asociado a un plano arbitrario que pase por dicho punto. La respuesta a dicha pregunta la da
el Lema de Cauchy. Antes de enunciar y demostrar el Lema resulta conveniente hacer
algunas definiciones. Comencemos por establecer una notacion sobre las componentes de
los vectores tension asociados a los planos coordenados (Figura 1.4). Obsérvese que, aunque
los vectores tension se han representado sobre las caras de un cuadrado, no coincidiendo los
origenes de las normales y de los vectores tension, ello es simplemente por claridad en la
representacion geométrica. El punto P no tiene dimensiones, por €l pasan 2 planos de normal
n*y 'y asociados a cada normal habra un vector tension. Cada uno de estos vectores tendra
2 componentes (3 en el caso 3D) que representaremos mediante la siguiente notacion:

- |t =0 v [t =0
A D S I (1.1)
t, =0, t, =0,

X

Figura 1.4. Estado tensional en el punto P asociado a los planos de referencia

donde oy (i, j=x, y) representa la componente del vector tension asociado a un plano de
normal 7 que lleva la direccion j. Las componentes de oy en las que i coinciden conj (ox y
oyy) reciben el nombre de tensiones normales ya que actuan perpendicular al plano
considerado, mientras que las componentes en las que i no coincide conj (ox, y ;) reciben
el nombre de tensiones tangenciales y actiian paralelas al plano considerado.
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Conviene destacar el hecho de que geométricamente hablando cada plano tiene dos
normales opuestas y que existe un vector tension asociado a cada una. Asi, con referencia a
la Figura 1.5, el vector tension # representa la accion que el subdominio B ejerce sobre el
subdominio 4 en el punto P a través del plano considerado y #*2 la accion que A4 ejerce sobre
B. Por el Principio de Accion y Reaccion (3 Ley de Newton) ambas acciones son iguales
y de signo contrario (#"4=-_1"®)

s O

Figura 1.5. Acciones entre dos subdominios complementarios del s6lido

Por tanto, no hay ambigiiedad cuando se habla de vector tension asociado a un plano. En
base a esto, la representacion del estado tensional en el punto P asociado a los planos de
referencia es como la mostrada en la Figura 1.6. Asi, si o 0 G;, son positivas representan
una traccion, y si son negativas una compresion.

O

[ T o, > 0 traccion Gy > 0 traccion
[ O
O. o-\’.\‘
o " o,
P - , g
e 0, <0 compresion L,
Oy o mp. Oy 033.<() compresion

O-D
P —
e - D‘;
Oy .

Figura 1.6. Estado tensional

Estas cuatro componentes (0w, Gy, On, Ox) dan lugar a lo que se denomina tensor de
tensiones en el punto P.

o o

P (1.2)

Oy Oy

Aunque no es realmente un criterio de signos sino una consecuencia del Principio de Accion
y Reaccion, se define como positiva una componente oy del tensor de tensiones cuando,
actuando en un plano de normal positiva (es decir, dirigida segtn el eje i positivo), lleva la
direccion positiva del eje j, o cuando, actuando en un plano de normal negativa (es decir,
dirigida segun el eje i negativo), lleva la direccion negativa del eje j. Con esta definicion,
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todas las componentes del tensor de tensiones mostradas en la parte derecha de la Figura 1.6
son positivas.

De acuerdo con la idea discutida previamente, vamos a calcular el vector tension #* en un
punto Py seglin un plano genérico de normal z a partir de las componentes del tensor de
tensiones. Para ello, aislemos el tridngulo ABC de la Figura 1.7 cuyos lados 4B y AC miden
respectivamente, dx y dy.

Figura 1.7. Acciones sobre un tridngulo

Admitamos que las componentes del tensor de tensiones en las caras del triangulo (4B y
AC) son constantes, al igual que el vector tension sobre la cara inclinada. Dichas tensiones
representan la accion que el resto del dominio ejerce sobre el triangulo.

Asimismo, supongamos que las fuerzas por unidad de volumen son constantes en el interior
del triangulo, siendo la resultante de las mismas el producto de X por el volumen del solido
aislado, que es igual al area del triangulo (dxdy/2) por el espesor e, actuando dicha resultante
en el centro de gravedad del triangulo. Bajo estas condiciones el solido debe estar en
equilibrio de fuerzas y momentos. El equilibro de fuerzas da lugar a:

2F =0=>-0, edy-o, edx+t;’eds+Xxe;dxdy =0
; (13)
2F,=0=-0,, edy—0,, edx+t eds+ Xyededy =0

Dividiendo por e, teniendo en cuenta que las componentes de n son (Figura 1.7) (n,
ny)=(cosa, senar) y sustituyendo dx=ds sena=n,ds, y dy=ds cosa=nyds, se obtiene:

(-0, n,—o,n, +Z)':)dS+Xxénxnyds2 =0
] (1.4)
(-0, n.,—o,n,+t, )ds+Xy§nxnyd52 =0

Dividiendo por ds las expresiones anteriores quedan como sigue:
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(-0, n,—0,n, +t;’)+Xx§nxnyds=0
(1.5)

1
(-0, n,—0,n, +t;)+XyEnxnyds:0

Si hacemos tender ds a cero, las dimensiones del tridngulo tienden a cero y los valores
constantes de las tensiones tienden a los valores tensionales en un punto, pudiendo
despreciarse ademas el término de las fuerzas por unidad de volumen. Las ecuaciones
anteriores, por tanto, adoptan la forma:

n_
I, =0, n, +ayx n,

. (1.6)
ty =o,n.to, n,

que son las relaciones que permiten obtener el vector tensién en un punto y segun cualquier
normal z a partir de las componentes del tensor de tensiones en dicho punto. Estas relaciones
constituyen el denominado Lema de Cauchy y pueden escribirse en forma matricial:

n Onw O yx X n

"= =t"=on (1.7)
O-XY O-W y

Si aplicamos ahora sobre el tridngulo equilibrio de momentos respecto a cualquier punto
(tomemos el punto P, por ejemplo), se obtendria, empleando la Figura 1.8 (donde se
representa la resultante en cada cara asi como la resultante de las fuerzas por unidad de
volumen):

C
X,dx dy e/2 thdse
dy/2
y n
Oxx dy e tx dse
Ak [T
- 0 ds/2
O dy € X.dx dy ef2
dy/2 dy/3 E
A dx/2 dx/2
o dxe
" o, dxe

Figura 1.8. Fuerzas resultantes sobre las caras del triangulo diferencial aislado
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dx dy 1 dy dy 1 dx dx
O'n,dye? -0, dxe 5 +X, dedye(7 - ?) -X, dedye(7 - ?) =0 (1.8)
Dividiendo por dy dx e/2 1a expresion (1.8) queda:
1 1
O'xy—O'yx—i-Xxgdy—Xygdx:O (19)
Haciendo tender a cero dy y dx resulta:
0.,=0 (1.10)

Xy X
lo que permite concluir que el tensor tensiones es simétrico.

Por ultimo, para el caso tridimensional el Lema de Cauchy toma la forma:

n

tX O.XX O-’(y O-XZ nx

n | _ no__

t, |=|lo, 0O, O,.|n, | ; t =cn (1.11)
n

Z‘Z O-XZ O-yZ O-ZZ nZ

siendo el estado tensional tridimensional el mostrado en la Figura 1.9.

Planos de normal positiva Planos de normal negativa

[

Figura 1.9. Representacion grafica del estado tensional tridimensional

1.2.2 Componentes del vector tension

El vector tension, como ya se ha comentado, es una magnitud vectorial definida a nivel de
punto y asociada a cada plano que pasa por dicho punto, caracterizado por el vector normal
al mismo. Como tal magnitud vectorial admite una representacion global (Figura 1.10a), es
decir, asociada a un sistema global de referencia (xy en 2D o xyz en 3D) y también una
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representacion intrinseca (Figura 1.10b), es decir, refiriendo sus componentes a la normal al
plano y al plano tangente.

a) b)
Figura 1.10. Representacion del estado tensional. a) global, b) intrinseca

La proyeccion del vector tension (£7) sobre la normal se denomina tension normal (o) y se
obtiene haciendo el producto escalar del vector tension por la normal:

c=t"n (1.12)

La proyeccion del vector tension sobre el plano al cual estd asociado es la tension tangencial
y se obtiene multiplicando el vector tension por un vector contenido en el plano tangente (s):

T=t"s (1.13)

El modulo de la tension tangencial puede calcularse también por el Teorema de Pitagoras
(ver Figura 1.10b):

-0’ (1.14)

En el caso tridimensional la expresion anterior proporciona solo el modulo de la tension
tangencial, pero ésta tendria dos componentes que estarian asociadas al vector tangente (s)
no conocido a prori pero si calculable a partir de la direccion del vector tension y del vector
normal.

1.2.3 Ecuaciones de equilibrio interno

Admitiendo que el tensor de tensiones es una funcioén continua, veamos cémo varia dicho
tensor en el entorno de un punto. Para ello, supongamos conocido el tensor de tensiones en
un punto genérico A. Aislamos un rectangulo diferencial de dimensiones dx, dy siendo el
punto A el vértice inferior (Figura 1.11). Sobre cada punto de cada cara del rectangulo habra
un vector tension. Si el tensor de tensiones es una funcion continua podemos expresar cada
componente del tensor en un punto genérico (P), que dista x; (0<x;<dx) e y; (0<y,<dy) del
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punto A, mediante un desarrollo en serie del tensor del punto A, despreciando los
infinitésimos de orden superior:

Figura 1.11. Rectangulo diferencial a aislar

O'XX(P)=0'M(A)+BS.” %, + 9%
X 14 v |,
(P)=c,(4)+ 77| 400
o =0, (A)+ X, =2y
R W o ) 1 Iy Ay1 (1.15)
a0, Jao,,
o,(P)=0,(4)+ Yox, o+ -
’ ’ ox |, P |,

Si calculamos la resultante de fuerzas sobre cada cara y aplicamos equilibrio de fuerzas
observamos que las variaciones de las tensiones sobre la cara no contribuyen a la ecuacion
de equilibrio. Asi, si nos fijamos en la tension o, sobre las caras AD y BC'y calculamos la
resultante total en direccion x (Figura 1.12) tenemos

C
SR [ o ()07 v gaa [0 () 0T s 2Ty i
A - ay 4 B ax A ay A

dy roled Jao do
:J.}_O-xx(A)_ =y, 40, (A)—+— dx+—" yedy, = (1.16)

0 dy y ox |, dy 4
2-[@80'” dxedy,=ao-—” dx e dy

0 ax 4 E)x A
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90, Jdo
Jdo,, O, (A)+—=" de+— y,
O (4)+ N AJ’/ D C ox |, W |,
E* = F'¢
— Vi yi
y
X A B

Figura 1.12. Estado tensional y fuerzas resultantes segiin x sobre las caras AD y BC

Asi, en cualquier punto de cada cara, las componentes de interés del vector tension asociadas
a dicha cara seran las mostradas en la Figura 1.13, donde hemos considerando que sobre la
propia cara el estado tensional no varia y solo lo hace al pasar de un lado a otro.

El rectangulo ABCD tiene también unas fuerzas por unidad de volumen (X, X;) que pueden
expresarse también como un desarrollo en serie de las fuerzas por unidad de volumen
existentes en el punto A.

oX X
X (P)=X_(4A)+— x,+—= y,....
ox |, W |,
(1.17)
aXy X,
Xy(P)ZXy(A)+ a XI+T Vieeenn
x A y A
1 (A)+ag”’ d
Y P |, g do,, F® .
Oy (A) = dy y ]] E
D —+— ¢ Pl D = C
Jdo,,
o (4)+ 3; Adx F® X, dxdye FJ,BC ‘
u(4) — — |[_F"
o (A)+a"—” dx FAP X,dvdye | =
0y (4) o |, .
y A——T1—'B A = B
c.,(4) FAB ﬂ FXAB
x 0, (4)

Figura 1.13. Estado tensional y fuerzas resultantes sobre un rectangulo diferencial

La resultante de las fuerzas por unidad de volumen en la direccion x, despreciando los
infinitésimos de orden superior, vendra dada por:
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X
xﬁ——a oy, )dV =
A ay A
oX
X, +— y,)edx,dy, = (1.18)
o , 1 ay . 1 1 1
aX_ | dx JX,| dy
=(X (4)+ —+—" —)Jedxdy=X_(A)edxdy
x|, 2 oy, ?2 ’

Analogamente para la direccion y, la resultante de las fuerzas por unidad de volumen es X,
edxdy.

El equilibrio de fuerzas en direccion x e y, de las fuerzas viene dado por:

IF.=0=>-F"” +F" +F" - F" +X dxdye=0=>

Jdo
— edxdy +X dxdye=0
ox |, v |, (1.19)
_n_ AB BC cD AD — )=
2F,=0=>-F"+F~ +F,~—-F" +X dxdye=0=>
00,
=2 edxdy +X dxdye =0
ox |, W |,
Sacando factor comun e dx dy, llegamos a las ecuaciones de equilibrio interno:
20,
9% X, =0
ox dy (1.20)
Jdo,, +80yy X -0 '
ox dy 7

Si ademas del equilibrio de fuerzas aplicasemos equilibrio de momentos, no obtendriamos
ninguna ecuacion adicional, ya que la simetria del tensor garantiza dicho equilibrio.

Para el caso tridimensional las ecuaciones de equilibrio interno son:

do,, 90, do

T+ =+ X, =0
ox dy 0z ’
do, do, dJo, Y =0 o]
+—2+ +X, = )
ox ay oz 7 (1.21)
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1.24 Transformacion de coordenadas

Dado que el tensor de tensiones definido previamente lleva asociado un sistema de
referencia (x, y), nos planteamos ahora como cambia el tensor al cambiar de sistema de
referencia. Asi, sean (x', y') dos ejes coordenados obtenidos girando el sistema de ejes (x, )
un angulo f, y sean oy ofj los valores de las componentes del tensor de tensiones en los
ejes (x, ) y (x', "), como se muestra en la Figura 1.14, en las que se ha usado nuevamente
la simetria de o'y ©'; se trata de obtener los valores ojj a partir de los de oj.

O,
O-yy

O,
Gx
y o)
y v
P |
O-)LX O-)CX
0,
»

Figura 1.14. Cambio de sistema de referencia de un tensor

Dado que tenemos unas relaciones entre tensores y vectores (Lema de Cauchy), el
conocimiento de como cambia de base un vector permitira, usando el Lema de Cauchy,
conocer como es el cambio del tensor. Por tanto, en relacion a la Figura 1.15, las expresiones
de cambio de base de un vector vendran dadas por:

Figura 1.15. Cambio de base de un vector

W=V cosfi— vy, senf (122)

vy =Vy' senf3 + vy cosf
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En forma matricial, resulta:

Vy cosff —se v,
= P " Y ' (1.23)
v, senfB - cosfB \ vy
siendo L una matriz cuadrada 2x2 que se denomina matriz de giro, cuyas dos columnas

contienen los cosenos de los angulos que forman los ejes (x', ») con los ejes (x, y). Dicha
matriz tiene la propiedad de ser ortogonal, su inversa es igual a su traspuesta (L/=L").

I
<

Si expresamos el Lema de Cauchy en los ejes xy y x’)’ se tiene que el vector tension ¢
asociado a una normal z en ambos sistemas vendra dado por:

'=gn
_ (1.24)
t'=o'n’
Si usamos la ecuacion (1.23) para expresar ' y n en los ejes x 'y’ se tiene:
Lt'=cLn’ (1.25)
Multiplicando a la izquierda por L” se llega a:
t'=L'oLn’ (1.26)

Comparando la expresion anterior con la ecuacion (1.24) se llega a la ecuacion que permite
girar un tensor de unos ejes xy a otros ejes x’y

G’:érg (1 27)

It~

1.2.5 Tensiones y direcciones principales

Resulta de particular interés investigar si hay algtin sistema de referencia en el cual el tensor
de tensiones se vuelve diagonal (o3,=0), o lo que es lo mismo, un sistema en el cual los
vectores tension asociados a las direcciones de referencia coinciden con dichas direcciones
de referencia. Dicho sistema de referencia existe (Figura 1.16) y su determinacion se
convierte en la resolucion de un problema clésico de autovalores y autovectores.
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et

X

Figura 1.16. Sistema principal y sistema xy

Los autovalores serian las componentes del tensor en el nuevo sistema de referencia que
denominamos principal. A dichas componentes se les denominan tensiones principales y a
los cosenos directores del nuevo sistema de referencia con respecto al original (autovectores)
direcciones principales. Para el caso bidimensional las tensiones principales se obtendrian al
resolver el siguiente determinante (problema de autovalores):

Xy O-xx -0 O.xy
‘g —@ =0 ; =0 (1.28)
Oy Oy~
que conduce a la ecuacion de 2° grado:
o’-(0,+0,)0+0,0, -0, =0 (1.29)

Esta ecuacion siempre tiene 2 raices reales cuyo valor son las tensiones principales (o7 y op):

o.+0 o.—0
_ Uxx »w XX W2 2 130
O = > +./( 5 ) +o, (1.30)
El angulo que forma la direccion principal I con el eje x (@) se obtendra al resolver:
— 1.31)
o, —0, o cosor (
(¢”~lo,)n' =0 ; | " N =0
o, 0,-0, )\ senx

de donde se obtienen dos ecuaciones que son combinacion lineal una de la otra (el
determinante es cero),sando una de ellas junto con la condicién de normal unitaria:

(Ox-0y) cosa + 0y sena=0 o Gy cosa +(oy,-0y) sena=0 (132)
sen’a + cos’a =1
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se llega a:

O-X
tano=———>"— (1.33)
Oy ~01

Por tanto, el estado tensional en el sistema principal vendra dado por:
o 0
o’ =" (1.34)
- 0 oy,

Para el caso tridimensional las tensiones principales se obtendrian de resolver el
determinante mostrado en la siguiente ecuacion:

O-xx -0 O-xy O-xz
‘g"y —Q =0 ; o, o0,-0 o0, |=0 (1.35)
O-xz O-yz O.zz -

donde oes el autovalor. La resolucion conduce a una ecuacion cubica cuyas raices, siempre
reales, serian las tensiones principales (o}, oi y ou). Los coeficientes de la ecuacion cubica
que resulta son invariantes, es decir, no cambian con independencia del sistema de referencia
en el que se exprese o.

o'-10'+1L,0-1,=0

l,=o0,+0,+0,=0,+0,+0,

r ! ! ! ! !
I _ O-xx O-xy + O-x)c ze + o-y) o-yz _ o-xx o Xy + O-x)c O-)cz + o-yy o-yz (136)
o, o o. o. |0, o ' e, o
Xy »y o Xz o-zz yz zz Xy »y o xz o zz yz zz
I;=|o]=|0]
Las direcciones principales (") se obtendrian de resolver:
4
0 O-XX - O- O-.\'y O-XZ n’{
2 2 2
0= o, 0,—0 o, n;’ scon (n?) +(n;’) +(n’ ) =1 (1.37)
0 O-\’Z G}’Z O-ZZ - O- nf

La principal utilidad de trabajar en el sistema principal es la determinacion en un punto de
los valores maximos de o'y 7, ya que se trata de una operacion mas sencilla si se realiza en
el sistema principal. Asi, puede demostrarse que en los planos principales la tension normal
(o) alcanza el maximo valor, mientras que en los planos que forman 45° con los principales
son aquellos en los que la tension tangencial (7) alcanza sus valores méaximos. El interés de
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dichos planos reside en que si el fallo del material estuviese controlado por la tension normal
la rotura acontecera en ese plano y si lo estuviese por la tension tangencial el plano de rotura
formara 45° con los ejes principales. Para un solido sometido a traccion en la direccion del
eje, como el mostrado en la Figura 1.17, puede demostrarse que la solucion es la indicada y
que los ejes x e y son principales.

y
F — F o
=5 P E=|

A=bxt i >| |<t

S oM

Figura 1.17. Sélido sometido a traccion

En la Figura 1.18 se muestran dos tipos de fallo, uno controlado por la tensién normal (rotura
en un plano cuya normal es el eje x) y otro controlado por la tension tangencial (plano que
forma 45° con el gje x).

Figura 1.18. Fallos por tension normal y tangencial

Ademas de estos planos hay un plano también de especial interés y es el que forma angulos
iguales con el sistema principal (n=(+IA3, £IA3, £1/43)) a dicho plano se le denomina
octaédrico y cuando la tension tangencial asociada a dicho plano alcanza un determinado
valor (que es funcion del material) el material abandona el comportamiento elastico.

1.3 Deformaciones

Como se ha comentado previamente, una de las caracteristicas del sélido bajo estudio es que
éste es deformable, es decir, bajo la accion de las fuerzas de contorno y de volumen la
distancia entre dos puntos cualesquiera del s6lido no permanece invariable. Supongamos un
segmento diferencial 4B, Figura 1.19, las coordenadas del punto B respecto a las del punto
A serén dx y dy 'y se van a representar por el vector a” =(dx, dv), de tal forma que la longitud
(ds,) al cuadrado del segmento AB viene dada por:

ds’ =d’ +dy’ =a" oa (1.38)
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uy(B)

ds u,(B)

&

ds,

A dx x

Figura 1.19. Estado deformado de un segmento diferencial

Si el segmento 4B, como consecuencia de las acciones que actiian sobre el solido, pasa a
ocupar la posicion 4B, la longitud al cuadrado del segmento deformado se expresara en
funcion de los desplazamientos que el punto B ha sufrido para llegar hasta el punto B’.
Dichos desplazamientos se pueden calcular mediante un desarrollo en serie a partir de los
desplazamientos del punto 4. Si s6lo nos quedamos con los primeros términos del
desarrollo, ya que consideramos que los desplazamientos y sus gradientes son pequefios!, se
llega a:

ux(B)=ux(A)+a§" T TR L. RN Y
x|, |, ox |, |,
(1.39)
ou, du, u, ,
u,(B)=u,(A)+—— (Xg =X, )+—" (Y=Y )Fo=—"| dx+t—>| dy
’ ! ox |, W, ox | W,

Si por simplicidad consideramos fijo el punto 4 como (ux(4)=u,(4)=0), las expresiones
anteriores pueden ser escritas en forma matricial como:

du, du,
u(B)) | ox|, oy, |(fdx)
ox | dy|,

1 Al despreciar el gradiente de desplazamiento frente a la unidad queremos decir que los desplazamientos relativos
de puntos infinitamente proximos son muy pequefios. Dicha hipdtesis es conocida en la Teoria de la Elasticidad
como Hipotesis de Pequefias Deformaciones.
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Las nuevas coordenadas del punto B seran (dx+uy(B), dy+u,(B)). Asi, la longitud (ds) al
cuadrado del segmento 4B’ vendra dada por:

ds’ = (dx+u,(B)) +(dy+u,(B)] =(a' +u’ )o(a+u) (1.41)
La diferencia de los cuadrados de las longitudes es una medida del cambio de distancia que
experimenta el segmento diferencial AB:

ds’ —ds? =(a" +u" )o(a+u)—a" ca=a" cu+u’ ca+u’ ou (1.42)

Si despreciamos los infinitésimos de 2° orden (el producto u"u) acorde con la hip6tesis de
pequeiias deformaciones, el cambio de distancia vendra dado por:

dsz—dsj=QTou+uT°Q=QT°(£+§T)OQ (1.43)

Donde g+g” es un tensor simétrico que al aplicarlo sobre @ (un vector) da lugar a otro vector.
Si definimos el tensor de deformaciones como:

1
§=5(§+§T) (1.44)
El cambio de distancia se expresa:
ds’ —ds?=2a" ogoa (1.45)

Puede observarse que si £es cero no hay cambio de distancia y, por tanto, la situacion final
diferird de la original s6lo en un movimiento como solido rigido. La expresion final del
tensor de deformaciones en el punto A como funcion de los desplazamientos para pequefias
deformaciones (tensor de Cauchy), viene dada por:

du ] ou, Ou
{Exx gny ox E( ay " a):) (1 46)
£= = .
£ w i(aux +auiy) du,
2 dy ox dy

El tensor deformacion es simétrico, al igual que el tensor de tensiones, y representa una
medida del cambio de distancia entre puntos del s6lido, medida ésta que, de conocerse para
todos los segmentos diferenciales asociados a todos los puntos del solido, bastaria para
obtener el campo de desplazamientos.
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Para el caso tridimensional el tensor de deformaciones viene dado por:
)
% i(aux + u.V) i(aux +8L)
e e ¢ ox 2 dy  ox 2 0z ox
xx xy xz ] (aux . auv ) E)uy 1 (auv + ou._ ) 147
e=|¢e, &, €&,|=|= ’ — —(—+ = .
= 8” oo 2 dy  ox dy 2 0z oy (1.47)
Xz 74 zz a
> i(aux +aL) i( "y +%) au:
2 0z ox 2 dz oy 0z

1.3.1  Significado geométrico de las componentes del tensor de
deformaciones

Para entender el significado geométrico que tienen las componentes del tensor de
deformaciones veamos cémo se moverian los extremos de dos segmentos diferenciales que
llevan la direccion de los ejes x e y en relacion al origen de dicho sistema de referencia
(Figura 1.20), asumiendo que estan contenidas en un s6lido deformable sometido a la accion

de unas fuerzas exteriores en equilibrio.

A C’
Y uy(B)
B
1,(0) u(B)
dy >
o
0 dx X

Figura 1.20. Movimientos en el entorno de un punto

Dado que los puntos 4 y B distan un diferencial del punto O y que el campo de
desplazamientos debe ser una funcién continua y univaluada, un desarrollo en serie nos
permite conocer los desplazamientos de los puntos 4 y B a partir de los desplazamientos del

punto O.
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()=, (0)+ 2] (3, o (B) =, (0)+ 2 (3, =y )+
X 0 0
(1.48)
ou, ou_
u (A)=u (0)+—= (x,=x,)+..;u (B)=u,(0)+—= (yy—yo)+..
) ) ax o ) y ay o

Si nos quedamos so6lo con los primeros términos del desarrollo (hipdtesis de pequeiias
deformaciones), las expresiones anteriores se reducen a:

uX(A)zu*"(O)-"% dx"”x(3)=ux(0)+% dy
O ; (1.49)
du .
u (A)=u (0)+ 22 dx;u(B)=u(0)+ =2 dy
’ ' ox o ) b} p) .

Consideremos ahora la Figura 1.21 y calculemos el alargamiento unitario que experimenta
un segmento diferencial (OA4) de longitud dx dirigido segun el eje x. Este viene dado por el
alsrgamiento del segmento dx (Adx) dividido por su longitud inicial (dx), es decir:

Ju
O)+— dx-u, (O
Adx_ux( / ox |, Xl )_aux (1.50)
dx dx x|,

De acuerdo a la definicion de las componentes del tensor deformacion ou,/Ox es lo que se ha
denominado &, por tanto &, representa el alargamiento unitario de un segmento diferencial
dx dirigido segun el eje x. Anadlogamente, &, =0u,/Oy representaria el alargamiento unitario
de un segmento dy dirigido segun el eje y.

Yy
u)(0)+% dy c’
a o0
B’
5 p
q
dy
o lfo: 0)+ 24 4
u, o lly( ) P ) lx
u,(0)
0 dx A X

Figura 1.21. Interpretacion de las componentes del campo de desplazamientos
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Calculemos ahora el valor de la suma de los angulos o y 3 girados por dos segmentos
perpendiculares dx y dy (Figura 1.21) £ Debido a que los desplazamientos son muy
pequetios, los angulos « y £ son igualmente muy pequeios, y se puede aproximar su
tangente a los propios angulos. De dicha figura se deduce que:

0] +auy d. o
u,(0) ™ ) x—u,(0) au,
tano = o = =
dx ox o
) (1.51)
u (0)+ % dy-u (0)
dy Ju
tan B = f = o =2
dy ox |,

Obsérvese que Ou,/Ox es positivo cuando uy aumenta al movernos en la direccion positiva
del eje x, es decir, cuando el segmento dx gira en el sentido contrario a las agujas del reloj,
que es el sentido de giro positivo dado al angulo . Analogamente, Ou,/Oy es positivo cuando
u, aumenta al movernos en la direccion positiva del eje y, es decir cuando el segmento dy
gira en el sentido de las agujas del reloj, que es el sentido de giro positivo del angulo £, con
lo que se obtiene:

du,
o Ox

tanf+tana = f+o = o,
dy

Ve (1.52)

o
que es la ecuacion de la que se deduce el significado cinematico de la deformacion angular:
%y representa la suma de los angulos girados por dos segmentos infinitesimales, dirigidos
segun los ejes x e y, que inicialmente forman 90°% la componente &, del tensor de
deformaciones es la mitad de la deformacion angular %,. (%,=2&,). Notese que el hecho de
que a'y fsean muy pequeiios implica que la base y la altura del rombo deformado pueden
tomarse iguales a dx y dy (Figura 1.21), por lo que el area del rombo es dx dy (igual a la del
elemento inicial). La implicacion es, por tanto, que las deformaciones angulares no cambian
el volumen del elemento.

Asi pues, la deformacion en el entorno de un punto viene caracterizada por un tensor de 3
componentes, ecuacion (1.46), en el caso bidimensional y por 6 en el caso tridimensional,
ecuacion (1.47).

1.3.2 Obtencion del campo de desplazamientos
Conocido el tensor de deformaciones la integracion de las ecuaciones (1.46) permiten

obtener el campo de desplazamientos (i, u,). Vemos, sin embargo, que estas tres
ecuaciones, que reproducimos nuevamente aqui, solo incluyen dos incognitas.
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£ _ o, € _ 9 ‘2e = —a”x+%
xx ax > Ty ay 4 xy 7/.ry ay ax

(1.53)

En esta situacion, nos preguntamos si cualquier campo de deformaciones es factible ya que
hay mas ecuaciones que incognitas. La respuesta es no, el campo de deformaciones debe
satisfacer determinadas condiciones para garantizar su integrabilidad. Desde un punto de
vista fisico, las deformaciones tienen que permitir que los cambios de forma y de volumen
de todos los elementos del solido sean compatibles entre si, es decir, permitan la
generacion de un nuevo medio continuo (deformado). La forma de obtener dichas
condiciones es derivando las ecuaciones (1.53) llegando asi a las expresiones mostradas en
(1.54) y combinando éstas para obtener una ecuacion (1.55), que se denomina ecuacion de
compatibilidad en deformaciones.

e, du, 9, u, 3y, u  du, (1.54)

XX x_ . Yy X

o’ oxdy’  ox’  dyox’ oxdy oxdy’ oyox’

e, + e, = 97, (1.55)
g’ ox°  oxdy '

Si el campo de deformaciones satisface la ecuacion anterior ello garantiza que el campo de
desplazamientos que de él deriva es univaluado y continuo. La integracion en este caso es
factible y se realiza como sigue:

ou

ea=r =u =[edvr f(y)
du,
6yy=$ =>uy=jgyydy+g(x) (1.56)
ou,
’. :%+Lz>ijgﬁdﬂg]8 s W) delx)
Y9y ox dy oxd 7 dy dx !

De la tercera ecuacion se obtienen f{y) y g(x).

Si el campo de deformaciones fuese nulo, la integracion de las ecuaciones anteriores
conduce a los siguientes valores de f{()) y g(x):

Y(y)  B(X) o riy)= ay+ B g(x)=—Ax+C  (157)
dy dx

que representan los movimientos como solido rigido del sélido, B 'y C la traslacion y A4 el
giro.

Para el caso tridimensional el planteamiento es similar y las condiciones de integrabilidad
son 6 ecuaciones que se denominan ecuaciones de compatibilidad de Saint-Venant.
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1.3.3  Vector deformacion. Componentes intrinsecas

Conviene destacar que el tensor de deformaciones matematicamente presenta una estructura
similar a la del tensor de tensiones y por ello también puede hablarse de vector deformacion
asociado a una normal &', asi como de componentes intrinsecas (&,, &). En concreto:

n

e'"=en ; €,=€"n ; €= -&’ (1.58)

& representa la separacion por unidad de longitud en la direccion de n y & el deslizamiento
relativo de dos planos infinitamente proximos de normal 7.

Aligual que en el caso de las tensiones el tensor deformacion se puede expresar en el sistema
principal.

De especial interés resulta la componente normal del vector deformacion, dado que dicha
magnitud puede ser determinada experimentalmente en la superficie libre de los solidos
mediante una técnica denominada extensometria 6hmica (Figura 1.22). Dicha técnica
consiste basicamente en pegar en la superficie del solido (descargado) un hilo conductor
(galga extensométrica) que forma parte de un circuito eléctrico (Puente de Wheastone).
Cuando el solido se carga la galga se deforma y, como consecuencia, varia su resistencia
eléctrica ya que ésta es funcion de la longitud y de la seccién del hilo. Dicha variacion de
resistencia se correlaciona con el cambio de alguna magnitud eléctrica en el circuito (por
ejemplo, el potencial) asi, midiendo el voltaje puede calcularse cuanto se deformo la galga
y, por tanto, el entorno del punto del s6lido donde se encontraba pegada. La medicion que
realizamos es realmente la deformacion normal (&,) en el punto donde esta adherida la galga
extensométrica asociada a un plano cuya normal lleva la direccion de la galga.

Figura 1.22. Extensometria 6hmica
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1.4 Relacion tension-deformacion

Hasta ahora no se ha introducido ninguna ecuacioén que contenga informacion relativa al tipo
de material que conforma el solido que estamos estudiando. Esta informacion se incluye en
la ley de comportamiento, que relaciona las componentes del tensor de deformaciones con
las del tensor de tensiones, y viceversa.

El cientifico inglés Hooke enunci6 en 1678 la idea clave para el establecimiento de la ley de
comportamiento de los sélidos deformables: " Como la extension, asi la fuerza ", frase que
refleja un concepto basico en los medios deformables: mientras mas tension actie en un
elemento de un so6lido mayor serd su deformacion. El fundamento de la ley de
comportamiento es puramente experimental, siendo el ensayo basico que permite obtener
las caracteristicas mecanicas de un material el denominado ensayo de traccion.

1.41 El ensayo de traccion

El ensayo de traccion consiste en someter una probeta de dimensiones conocidas a una carga
de traccion hasta llevarla a rotura. Para ello, considérese un material, de cuyo volumen V'
(Figura 1.23) se extrae una barra (Probeta 1), cuyo eje va dirigido segun el eje 2 y a la que
someteriamos a una carga de traccion segun su eje. Si se extrajese otra probeta (Probeta 2)
y se cargara también segun su eje el resultado seria el mismo siempre que el material fuese
isotropo (propiedades independientes de la direccion) y homogéneo (propiedades iguales en
todos los puntos).

A2
Probeta 1

V

————1
Probeta 2

Figura 1.23. Probetas para el ensayo de traccion

A efectos de encuadrar los resultados en el esquema plano que se estd usando como
ilustracion, se supone que la probeta de longitud L es una chapa de ancho b, y espesor 7,
siendo, por tanto, el area de su seccion transversal A=b,xt,. En el ensayo de traccion la
probeta es sometida a una fuerza F dirigida segun su eje (Figura 1.24) toméndose en la
misma una longitud calibrada L,, para evitar las perturbaciones introducidas por el agarre de
las mordazas de la maquina a la probeta en sus extremos. Dicha situacion tiene solucion
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conocida, es decir, a partir de la carga y el desplazamiento podemos conocer las tensiones y
deformaciones que se originan en el sélido (Figura 1.24).

ttt
E A
0 Ig b, P
Ll g, 1 000 0 0 %
by .,
d __‘_t()
iy

Figura 1.24. Estado de tensiones y deformaciones asociado al ensayo de traccion

En la zona calibrada de longitud L, aparecen solo deformaciones normales en la direccion
de la traccion y en direccion perpendicular a la misma, no existiendo deformaciones
angulares. Ademas, estos valores de las deformaciones son constantes en la zona calibrada.
Estas conclusiones implican que en el ensayo de traccion, de acuerdo a los ejes de la Figura
1.24, s6lo aparecen deformaciones &y &, (Y &). Por ser el valor de dichas deformaciones
constante y a la vista de su significado geométrico, se deduce que &,=AL/L,>0,
Ea=Ab/by<0,y &x=At/1,<0.

En cuanto a las tensiones, parece logico asumir que son también constantes en la zona
calibrada, teniendo en cuenta que las deformaciones lo son. Considerando que los contornos
laterales (x=+b,/2) de la zona calibrada estan libres de tensiones, el Lema de Cauchy
aplicado en dichos lados implica que sobre ellos debe cumplirse, y habida cuenta de que el
ancho b sera pequefio, parece razonable asumir que o;;=07,=0 en todo el volumen del
solido, considerando una sola componente oy, distinta de cero y constante en la zona
calibrada. Dando un corte por un plano perpendicular al eje y y aislando el sélido que queda
por encima, se obtiene por equilibrio F=07: 4, es decir, o2,=F/A.

El ensayo se lleva a cabo en una maquina universal provista de dos mordazas donde se agarra
la probeta. El desplazamiento de una mordaza respecto a la otra origina el alargamiento de
la probeta. La maquina esta provista de una célula de carga que mide la fuerza que se
requiere en cada momento para alargar la probeta (Figura 1.25). En cuanto a las
deformaciones, éstas pueden ser medidas mediante los dispositivos experimentales,
denominados galgas extensométricas ya comentados en el apartado anterior. También la
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deformacion puede ser medida mediante extensdmetros que registran el incremento de
desplazamientos entre dos puntos que distan una longitud inicial L,.

Las geometrias de las probetas, la velocidad a la que se deforma la probeta, la precision de
los equipos de medicion y todo lo relacionado con la realizacion del ensayo esta
normalizado. La norma europea mas comin para materiales metalicos es la norma UNE-
EN 6892. En la Figura 1.25 se muestran las maquinsa de ensayos y en la Figura 1.26 algunas
geometrias de probetas normalizadas

Figura 1.25. Maquinas Universales de ensayo. a) Hidraulica. b) Electromecanica

Figura 1.26. Geometrias de probetas para el ensayo de traccion
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Los resultados del ensayo pueden representarse en un diagrama o-¢, siendo o=F/A y cel
alargamiento unitario en la direccion de la carga(e=AL/L,). Si la probeta es de un acero de
bajo contenido en carbono (denominado acero suave) y el ensayo se lleva a cabo a
temperatura ambiente, el resultado es como se muestra en el diagrama idealizado de la
Figura 1.27.

Durante el periodo OA inicial del ensayo se produce un comportamiento lineal y elastico,
caracterizado por la pendiente £ de la recta OA4 (tangente del angulo que forma la recta OA4
con el eje horizontal) y que se denomina Médulo de Elasticidad (£). Durante este periodo,
al irse alargando la probeta se produce un acortamiento transversal de la misma, que se
traduce en una disminucion del ancho inicial (es decir, en un decremento positivo que
denominamos 4b), produciéndose una deformacion transversal negativa de valor 4b/b,. El
cociente entre la deformacion transversal (cambiada de signo) y la deformacion longitudinal
es una propiedad del material denominada Coeficiente de Poisson (1).

Figura 1.27. Diagrama c-¢ del ensayo de traccion

Tanto el Mddulo de Elasticidad, que se suele también denominar Médulo de Young, como
el Coeficiente de Poisson son propiedades del material que, salvo por la accion de la
temperatura, son dificilmente alterables®. En este tramo el comportamiento del material es
totalmente reversible (elastico) y proporcional (lineal), es decir, a doble carga doble
deformacion y si quitamos la carga el material recorre la recta OA en sentido contrario, el
material se comporta como un muelle.

2 Todos los aceros con independencia del tratamiento térmico que hayan experimentado o incluso de los elementos
aleantes que contengan tienen el mismo Médulo de Elasticidad (E=210 GPa).
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Si seguimos aumentado la carga llega un momento en que se pierde la proporcionalidad para
un determinado valor de o. A partir de aqui el material tiene un comportamiento no lineal,
pero sigue siendo elastico hasta que se alcanza un valor de o=0r que denominamos Limite
Elastico y para el que el material abandona el comportamiento elastico lineal (plastifica, es
decir sufre deformaciones permanentes). En general, el limite de proporcionalidad y el limite
elastico son valores muy cercanos entre si, (para los aceros suaves) por lo que no se suelen
distinguir ambos, hablandose solamente de limite elastico. 4 diferencia del Modulo de
Elasticidad y del Coeficiente de Poisson el limite elastico de un material si se altera, no solo
con la temperatura, sino con la adicion de elementos aleantes, un tratamiento térmico o
deformando el material, como comentaremos mas adelante. La deformacion al final del
periodo elastico para un acero suave se estima entre un 0.1 y un 0.2%.

Como se ha dicho, a partir del punto 4, (c=0E), se produce la plastificacion del material. Si
se mantiene la fuerza que crea la tension ogen el punto 4, se produce una evolucion a lo
largo de la linea AB, denominada escalon de fluencia, en la que la deformacion aumenta a
tension constante. Este fendmeno, que no se produce en todos los materiales, es debido a la
presencia de bandas de deformacion plastica que se propagan a lo largo de la probeta (bandas
de Liiders) y que originan deformacion longitudinal sin que la carga aumente. Alcanzado un
determinado nivel de deformacion (del orden del 1%), para seguir deformando la probeta es
necesario aumentar la carga.

El tramo BC de la curva se denomina endurecimiento por deformacion. A partir del punto
C, punto de maxima tension (Resistencia a la Traccién, or) se puede producir una brusca
disminucion de la seccion central de la probeta (estriccion) quese agrava hasta que se
produce la rotura en el punto D. La rotura puede ser de diferente aspecto dependiendo del
material. En probetas cilindricas en las que se produce estriccion la rotura suele ser de tipo
copa-cono. En la Figura 1.28 se muestran diferentes tipos de roturas asi como la estriccion
en una probeta cilindrica.

Figura 1.28. Estriccion de la probeta y tipos de roturas



Conceptos basicos del solido deformable 31

Puede sorprendernos que el material rompa en el punto D en lugar del punto C, donde la
tension es mas elevada, sin embargo, la respuesta es clara: en el punto D la tension real es
superior ya que, aunque la carga disminuya, la seccion transversal debido a la estriccion
también disminuye y de forma mas acusada siendo entonces el cociente es mas alto. Como
propiedad de material, se toma la resistencia a la traccion evaluada en el punto D con la
seccion original.

La plastificacion del material (a partir del punto 4) provoca el fendmeno de irreversibilidad,
que se traduce en que si en un punto cualquiera entre 4 y D se retira gradualmente la fuerza
aplicada en el ensayo (lo que implica anular el valor de la tension), se produce una descarga
por una linea practicamente paralela a la linea O4, y al desaparecer la tension quedan unas
deformaciones residuales que se denominan deformaciones plasticas gp. Las lineas de
descarga representadas en la Figura 1.27 en los tramos AB y BD ilustran el comportamiento
irreversible que se produce en el periodo plastico. El valor de méxima deformacion plastica
residual se denomina Alargamiento Porcentual en Rotura, se suele expresar en % y es
una medida de la ductilidad del material. Para un acero de bajo contenido en carbono suele
ser supetior al 20%.

Conviene destacar que si descargamos el material en la zona de endurecimiento por
deformacion (zona BC) y volvemos a cargarlo nuevamente, el material se comporta de
forma elastica lineal hasta el punto donde se descargd, por lo que ha aumentado el limite
elastico. Esta propiedad, por tanto, no s6lo depende del material sino también de la historia
de carga que haya podido experimentar el material.

Si consideramos solo la zona donde el material experimenta un comportamiento eléstico
lineal, obtendriamos por un lado el Modulo de Elasticidad E, que es la pendiente de la zona
lineal y se define como la tension que es necesaria aplicar para originar una deformacion en
la misma direccion de valor unidad, tomando por tanto esta propiedad las mismas unidades
que la tension (fuerza por unidad de area). En el sistema internacional la unidad de medida
es el Pascal (N/m?), pero dado que dicho modulo toma valores muy elevados, se suele
expresar en GPa (10° Pa). El Modulo de Elasticidad es una medida de la rigidez del material.
A mayor modulo mas rigido es el material (se deforma menos frente a igual valor de la
tension). Por otro lado, se obtiene también el Coeficiente de Poisson, v, que se define como
el cociente entre la contraccion transversal unitaria (4b/b,) y el alargamiento longitudinal
unitario (AL/L,). En base a lo anterior £'y v se definen matematicamente como:

o Ab /b £
E="% , y=—"T""0_-_"x (1.59)
€ AL/ L, €
De las ecuaciones (1.59) se deduce:
o 14
e =—2 . g =——g y=——~T o (1.60)

Yy E xx Yy E xx
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Obsérvese que Vv es positivo si el material se acorta transversalmente al alargarse
longitudinalmente, cosa que sucede en todos los metales (materiales isotropos). Para todos
los aceros £=210 GPa'y v=0.3. Notese que el alto valor de £ hace que las deformaciones en
el periodo elastico sean muy pequefias, lo que en la practica asocia la hipotesis de
comportamiento lineal elastico con la de pequefias deformaciones. Por ejemplo, en un acero
de construccion® un valor tipico del limite elastico es 0z=235 MPa, lo que da una
deformacion al final del periodo elastico de 235/210000=0.001 1, es decir, que una longitud
L tendria un incremento de longitud AL=0.0011L (por ejemplo, 1 m de probeta se alargaria
1.1 mm). Estas cifras dan una orientacion cuantitativa del orden de magnitud de los
desplazamientos y deformacion que se originaria al someter una barra de acero a traccion.
Valores tipicos de E, v, oz, or y A (Alargamiento Porcentual a Rotura) para diferentes
metales se muestran en la tabla adjunta.

Tabla 1.1. Valores de propiedades medidas en el ensayo de traccion para distintos metales

Material E (GPa) v ot (MPa) or (MPa) A (%)
Acero S235;5275;3350 210 03 235;275;350  360;430;510 >15
Acero Inox 316 210 0.3 206 500 >40
Aluminio 2024 T3 70 0.33 310 430 >12
Aluminio 6061 T6 70 0.33 290 240 >12
Aluminio 7075 T6 70 0.33 500 560 >10
Magnesio 45 0.35 150 220 <5
Titanio 6A14V 116 0.34 830 1000 >10
Inconel 205 0.31 1100 1400 >20
Bronce al aluminio 80-120 0.3 270-500 600-900 >10

La Figura 1.29 muestra las graficas del ensayo de traccion de materiales usuales. Puede
observarse que todos experimentan, hasta cierto nivel de carga, un comportamiento lineal y
que para un material genérico la pendiente de la recta no depende practicamente del
tratamiento o aleacion (ver por ejemplo las aleaciones de aluminio o el acero).

3 Los aceros normalmente usados en las construcciones civiles son aceros de bajo contenido en carbono
denominandose S### representado los tres simbolos de # tres digitos que indican el limite elastico expresado en
MPa, los tres aceros mas usados son el S235, el S275 y el S355.
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Figura 1.29. Graficas del ensayo de traccion para diferentes metales

Ley de comportamiento para materiales isétropos

Las ecuaciones (1.60) representan la ley de comportamiento para un estado uniaxial de
tension. Conviene destacar que los resultados obtenidos para la probeta / son iguales en
cualquier punto de la probeta. Si en lugar de haber extraido la probeta en la direccion 2 la
hubiésemos extraido en la direccion / el resultado hubiese sido el mismo, de acuerdo a la
hipotesis de isotropia. También hacer notar que, al ser las tensiones y deformaciones
constantes, lo que ocurre en un punto es representativo de lo que ocurre en el sélido.

T o Estado I: Estado II
811(]): -VED (I) 5 522(11): -Vé&n (H)
(9] O
o2 ()=E &: (1) -~ - o (I)=E & 1I)

Para un estado biaxial y debido al comportamiento lineal, bastaria aplicar el principio de
superposicion (Figura 1.30).

TOEZ TO'zz

011 Oj1 01l Oj1

10'22 l 022

Figura 1.30. Estado biaxial




34 Elasticidad y Resistencia de Materiales. Del punto a la estructura

Asi, la ley de comportamiento para el estado biaxial vendria dada por:
Estado Final: Estado / + Estado /7
en=en() + end)=-v e () + e (D)= 01/E —~(V/IE) 022
en=&n(l) + ex(ll)=&1(1) - ven (D)= 02/E—(V/E ) o1

que en forma tensorial (matricial) y con una sencilla manipulacion intermedia, se pueden
escribir como:

& 0\ I+v(o, 0 —1(0' +0')1 0 L61
0 &,) E\0 o, E " "0 1 (1.61)

Las ecuaciones anteriores representarian la ley de comportamiento para un estado principal
de tensiones y deformaciones. Ahora, al girar a unos ejes arbitrarios los tensores de la
ecuacion (1.61), se puede obtener cualquier tensor arbitrario de deformacion o tension. Asi,
girando a unos ejes cualesquiera (x, y), que formen un angulo ¢ con los ejes (/, 2), se obtiene:

cosp seng\ &, 0 \cosgp —senp)
—sengp cosp)\ 0 &, \senp cos¢@ B
1+v | cos seng \ O 0 \cosep —sen
E \—-sengp cosp)\ 0 0, \senp cos¢@

1% cosp senp\ 1l 0\cosep —senp
— (611 + 0-22 )
E —sengp cos@\O 1) senp cos¢@

Teniendo en cuenta que el producto matricial del Gltimo término vuelve a dar una matriz
identidad de orden 2, y que oy;+ 022 es un invariante del estado tensional (oy;+ 022
= 0wt Oy), las ecuaciones anteriores dan lugar a:

€ &y) I+V[(O0w Oy Vv 10
= -—(0,+0,) (1.63)
gx)’ 8)’)’ E O-x}’ O-yy E 0 ]

que es la ley de comportamiento general de un material is6tropo, cuyo comportamiento
queda definido mediante dos constantes £'y v, obtenibles experimentalmente del ensayo de
traccion. Las expresiones deducidas de & y &, son formalmente idénticas a las de las
ecuaciones (1.61), y &, se relaciona soélo con o, estando desacoplados los efectos normales
y tangenciales.
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£ —i;/ —H—VO' >0, =—YV.,=Gy 1.64)
xy 2 Xy E xy Xy 2(1+V) Xy Xy ( .
habiéndose definido el Médulo de Cortadura, G, también denominado a veces mddulo de
cizalladura o modulo de elasticidad transversal. A la vista del significado cinematico de la
deformacion angular %, (Figura 1.21) parece un resultado logico que las tensiones

tangenciales oy, originen deformaciones angulares y,, es decir, que transformen un cuadrado
en un rombo.

Las ecuaciones (1.63) y (1.64) muestran el desacoplamiento entre las tensiones normales
(que solo crean deformaciones normales) y las tensiones tangenciales (que sélo crean
deformaciones angulares). Solo en los materiales isotropos este desacoplamiento se produce
en cualquier sistema de ejes en que se expresen los tensores.

Para el caso tridimensional la ley de comportamiento seria:

Ji 1
gxx = E (O-xx - V(O-y T O-zz )) ; gyy = (O-yy - V(O-Xx + O-zz )) d

E
1
£, =E(0'ZZ -v(o,, +to, ) (1.65)
_I1+v ) _I+v ) _I+v
gxy _T xy xz _T xz yz _To-yz

1.4.3 Efecto de la temperatura sobre la ley de comportamiento

Hasta ahora hemos considerado que las tinicas acciones actuantes son acciones de dominio
y de contorno. Ademas de éstas, la temperatura (que supondremos constante en el sélido y
que no altera las propiedades mecanicas ya definidas) provoca deformacion en el sélido. Si
realizamos el experimento simple de calentar una varilla a una temperatura T sobre la que
ya tendria, y vemos como varia su longitud en funcion de la temperatura, concluiremos que
dicha variacion viene dada por:

AL=L aT (1.66)

siendo « el coeficiente de dilatacion lineal (para el acero toma el valor 12.10° mm/mm°C).
Si recordamos que las deformaciones normales &; (i=j) representan los alargamientos
unitarios, la deformacion que se originaria en un solido 2D (libre para dilatarse) solo tendria
componentes normales (no hay cambio de forma &,=0):

e =ol ; € =al (1.67)

XX vy
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Si el solido no estd libre para dilatarse deberan aparecer tensiones internas que
contrarresten esta libre dilatacion. La relacion entre las deformaciones totales y las
térmicas vendra dada por la ley termoelastica:

1+v

1 1
grr = O-xx -V O-vv +oTl '.evv == O-vv -V O-\'r +aTl ; gx’ = O-\'V 1'68
e AT e, = (o, —vo,)ral e, =T g (1.68)

Y para el caso tridmensional:
I T
e,=—(0,-v(0,+0_ )+

£, = é(a-"-" -v(o, +o,)+al
(1.69)

e.= (0. ~V(0, +0, )+al

1+v 1+v 1+v
E =— . = . =_

xy xy ? “axz xz ? Yyz yz
: E 7 E E

Conviene destacar que, ademas del efecto como solicitacion que tiene la temperatura, esta
también afecta a las propiedades elasticas (E, v, , ox) de forma que, a medida que aumenta
la temperatura, la rigidez y el limite elastico disminuyen. Para el acero a partir de 150° C
deberian tenerse en cuenta estas variaciones en las propiedades.

1.5 Condiciones de contorno

Al presentar en el apartado 1.1 el solido elastico bajo estudio, se introdujeron ya las acciones
que actuaban sobre el contorno de dicho solido. De manera general, en cada punto del
contorno se conocera el valor de algunas de las variables asociadas al problema elastico bajo
estudio o, al menos, se dispondra de una relacion entre ellas. Dicha informacion es lo que se
denominan condiciones de contorno y en este apartado esbozaremos como se imponen. Las
condiciones de contorno que trataremos son las que se denominans directas y que a su vez
se subdividen en tres tipos: en tensiones, en desplazamientos y mixtas (Figura 1.31).

L uy i iy

b) ¢

Figura 1.31. Condiciones de contorno. a) En tensiones, b) En desplazamientos, c) y d) Mixtas



Conceptos basicos del solido deformable 37

Puede haber otro tipo de condiciones, por ejemplo, restricciones eldsticas o condiciones de
contacto, pero éstas no seran tratadas aqui.

Condiciones de contorno en tensiones: Se trata de las situaciones en las que se conocen
las fuerzas por unidad de area que actian en puntos del contorno. Estas fuerzas por unidad
de area para un punto M concreto del contorno, ver Figura 1.31a, se representan mediante
{(M), que debe coincidir con el vector tension asociado, en ese punto M, al plano tangente al
contorno (plano de normal n):

t"(M)=t(M) (1.70)

La introduccion del Lema de Cauchy en la relacion anterior permitira obtener el valor de
algunas componentes del tensor del tensor de tensiones asociadas al punto M del contorno.

Condiciones de contorno en desplazamientos: Se trata de las situaciones en las que se
conocen los desplazamientos de puntos del contorno. Estos desplazamientos prescritos para
un punto M concreto del contorno, ver Figura 1.31b, se representan mediante u(M),
detallandose entonces la condicion:

u(M)=u(M) (1.71)

Condiciones de contorno mixtas: Se trata de las situaciones en las que para un mismo
punto M del contorno existe una imposicion en tensiones en una direccién y en
desplazamientos en otra, ver Figura 1.31c y d. Esta condicion se traduce en las siguientes
relaciones:

Ly (M)=t, (M) u(M)=u(M)
0 (1.72)
(M )=t(M);u (M)=uy(M)
Los casos mas usuales en la practica de condiciones de contorno mixtas son los que se
presentan en Figura 1.32.

a) y b y

=0 - N N N N
- =0 =0

I~

Figura 1.32. Condiciones mixtas habituales



38 Elasticidad y Resistencia de Materiales. Del punto a la estructura

1.6 Problema elastico

Como se coment6 al principio del Capitulo, el objeto de la Elasticidad y Resistencia de
Materiales es el estudio del s6lido deformable, dicho estudio, pasa por conocer determinadas
magnitudes, en concreto los desplazamientos y tensiones en cada punto del solido.

En los apartados anteriores hemos definido unas magnitudes internas (tensiones y
deformaciones) y se han relacionado con las externas (fuerzas y desplazamientos) (Figura
1.33) asi como las ecuaciones que deben satisfacer para cada punto del sélido y que, para el
caso plano, resumimos a continuacion.

Xt; T — u
Relaciones £—u
Ecuaciones de (Ecuaciones de
Equilibrio compatibilidad)
— £

1Q

Ley de comportamiento
(Relacion o-¢)

Figura 1.33. Problema elastico. Relacion entre magnitudes

Ecuaciones de equilibrio:

tele x
X =0
ox dy w73
oo, 00 '
2+ X =0
ox )y
Relaciones g-u:
£ —aux-e —auy'y =2¢ —%+% (1.74)
. A Y9y ox .
Ley de comportamiento:
I1+v (1.75)

XX

1 1
£ zf(o-”‘ -vo,)tal ¢, :E(GW -vo,)+al g, :TO-’W
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Si se contabiliza el nimero de ecuaciones e incognitas se tiene:

Tabla 1.2. Resumen de ecuaciones e incognitas

Tipo de Ec. N° de Ecs Incdgnitas nuevas que aporta
Equilibrio 2 3 (Oxx Oy, Ox)
Relacion eu 3 3 (& &y W) T 2(ux1ty)=5
Relacion o—¢ 3 —

Total 8 8

Se observa que se obtiene un sistema determinado, es decir, con igual niimero de ecuaciones
que de incognitas®.

La integracion de dicho sistema origina la aparicion de constantes de integracion, constantes
que se determinan aplicando las condiciones de contorno.

La resolucion del sistema no es trivial y, de hecho, sélo cuando la geometria del sélido es
simple y las condiciones de contorno también, podemos obtener una solucion analitica.
Algunas alternativas para intentar simplificar la resolucion pasan por reducir el numero de
incognitas. Asi, si combinamos adecuadamente las ecuaciones anteriores con objeto de
eliminar las deformaciones y tensiones llegamos a una formulacion solo en desplazamientos
(Ecuaciones de Navier). También podemos llegar a una formulacion alternativa solo en
tensiones, eliminando desplazamientos y deformaciones (Ecuaciones de Beltrami-Michell
y equilibrio). En cualquier caso, la resolucion analitica es en la mayoria de las ocasiones
inviable.

Se puede demostrar que la solucion de tensiones, deformaciones y desplazamientos que
satisfacen todas las ecuaciones ((1.73), (1.74), (1.75)) junto con las condiciones de contorno
es tnica (Teorema de Unicidad) por lo que una estrategia de resolucion es suponer un campo
de tensiones (o de desplazamientos) y comprobar si satisface las ecuaciones.

4 Para el caso tridimensional el nimero de ecuaciones e incognitas es de 15.
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1.7 Principio de Saint-Venant

El principio de Saint Venant (1855) se enuncia en la forma siguiente: “Si en un soélido
elastico se aplica en una pequefia parte (0S;) de su contorno S; un sistema de fuerzas de
resultante nula y momento resultante nulo, las tensiones y deformaciones producidas en el
volumen son despreciables a distancias de 0S; grandes comparadas con las dimensiones
lineales de 0S;” (Figura 1.34).

La zona donde los efectos son despreciables se denomina zona regularizada, ZR. Una
consecuencia de este pricipio, que se conoce como enunciado alternativo de mayor utilidad
préctica es que sistemas de igual resultante y momento resultante dan lugar al mismo campo
de tensiones y deformaciones en la ZR. En la zona no regularizada, ZNR, las tensiones y las
deformaciones dependen de la forma concreta en que se apliquen las fuerzas en 0S,.

Figura 1.34. Principio de Saint-Venant

Como ilustracion de dicho principio, considérese el ensayo plano de traccion. La Figura 1.35
muestra tres formas de aplicar en los extremos de la barra un sistema de fuerzas cuya
resultante vale F, siendo su linea de accion el eje de la barra. En este ejemplo las zonas 0S;
en que se aplican las cargas son las areas extremas bxe, mientras que el contorno total de la
barra seria la suma de estas areas extremas mas la superficie lateral del prisma que constituye
la barra. Si la longitud total de la barra L es bastante mayor que el ancho b, es obvio que las
secciones extremas son una pequefia parte del contorno total de la barra, por lo que es de
aplicacion el Principio de Saint Venant.

La dimension lineal de 0S;es b, y las ZNR se obtienen tomando una distancia b desde 0S;,
constituyendo el resto de la barra las ZR, como se muestra en los esquemas. El principio de
Saint Venant establece que en las ZR los campos de tensiones y deformaciones de los tres
problemas son aproximadamente iguales.
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F=pbe | F=pber

e A 4

b ZNR ZNR ZNR

bT VZNR VZNR VZNR
’ v F
F
I IF

Figura 1.35. Ilustracion del principio de Saint-Venant

1.8 Estados limite

Uno de los objetivos perseguidos en el analisis estructural es predecir si las acciones a las
que una estructura se encuentra sometida ponen en peligro la integridad o funcionalidad de
la misma. Cumplir dicho objetivo significa asegurar que el valor admisible de la respuesta
del solido o estructura (Ry), que depende entre otros del material y la geometria, es superior
al valor de célculo de las acciones a las que el solido o estructura se encuentra sometido (Ey).

Eis<Ry (1.76)

Dos suelen ser los estados limite que se consideran en el analisis y disefio estructural: el
estado limite Gltimo y el de servicio. El primero engloba a todas aquellas situaciones que
provocan el fallo mientras que en el segundo lo que pone en peligro es la funcionalidad.

Entre los estados limites de servicio que se suelen considerar estan los referidos a los
desplazamientos que las acciones provocan en la estructura. Normalmente los
desplazamientos se suelen limitar en funcion de las dimensiones del sélido.

En relacion al estado limite tltimo, habria que comprobar que cualquier mecanismo de dafio
al que la estructura o sélido puede verse sometido no provoca el fallo. Los mecanismos de
dafio pueden ser de muy diferente naturaleza (plastificacion, fatiga, creep, inestabilidad,
fractura...) y se manifiestan dependiendo del tipo y valor de las cargas actuantes (estaticas,
variables, alta temperatura...).

La comprobacion de un estado limite tltimo se realiza siempre considerando que las
acciones actuantes estan mayoradas. Los coeficientes de mayoracion dependen de la
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naturaleza de la accion caracteristica, entendiendo por accion caracteristica aquella que tiene
una probabilidad inferior al 5% de ser superada. La comprobacion de los estados de servicio
se realiza bajo acciones caracteristicas.

Uno de los mecanismos de fallo mas habituales a considerar es el abandono del
comportamiento elastico. El cumplir tal premisa no s6lo permite asegurar el comportamiento
adecuado del soélido, sino que ademas valida el modelo de comportamiento elastico que
empleamos en el analisis estructural.

Para asegurar tal hecho debemos conocer las tensiones que aparecen en cualquier punto de
nuestro solido y disponer de una determinada funcion de las mismas, que compararemos
con una propiedad del material, en este caso con el limite elastico. Asi, si el s6lido en estudio
s6lo esta sometido a un estado uniaxial de tension (oxx, por ejemplo, con el resto de las
componentes igual a cero), la comprobacion a realizar se reduce a:

O < 0% (1.77)

El problema se complica cuando el estado tensional es multiaxial. Un criterio de
plastificacion es la generalizacion de la ecuacion (1.77) a estados arbitrarios de tension, en
general tridimensionales: buscamos una funcion de las componentes de o que nos permita
establecer cuando un punto esta en estado elastico o en estado plastico.

Historicamente se plantearon determinadas expresiones para tal fin, no siempre con éxito.
Asi, Rankine en 1834 propuso que ante un estado multiaxial la plastificacion se producia
cuando la tensién normal méaxima en valor absoluto (o7 0 o) alcanzaba el mismo valor que
en el ensayo de traccion (og). Otras propuestas consistieron en suponer la plastificacion
asociada a la tension tangencial maxima (Criterio de Tresca, 1870), o a un valor de la energia
almacenada en el solido (Criterio de Beltrami, 1872). Ensayos que se llevaron a cabo en la
primera mitad del siglo XX concluyeron que la plastificacion esta asociada no a la tension
tangencial maxima sino a la tension tangencial asociada al plano octaédrico (el plano cuya
normal forma angulos iguales con el sistema principal (n= (+1A3, £IA3, £1A3)). Este
criterio, conocido como criterio de Von Mises (1906), establece que la plastificacion ocurre
cuando se cumple que:

\/afx+ojy+afz—(a,0' +0,0.+0,0.)+3(0, +0.+0.)=0, (178)

xxyy xx zz

que para un caso plano donde sélo consideraremos i, y o, (caso que normalmente aparece
en barras planas sometidas a cargas contenidas en su plano, como se vera en capitulos

posteriores) se reduce a:
\Jor. +30], =0 (1.79)
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1.9 Ejercicios resueltos

1.9.1 Calculo de tensiones principales

(Zx y ]
Q':
-y x=)y

a) Particularizar el estado tensional en el punto (x, y)=(1, 2) y apoyandose sobre un cuadrado
(que representa el punto sin dimensiones), dibujar las componentes de dicho estado
tensional.

Dado el siguiente estado tensional:

b) Calcular las tensiones principales en el mismo punto (x, y)=(1,2).

c¢) Expresar en el punto (x, y)=(1, 2) el estado tensional referido a unos ejes x'-y' que forman
45° con el sistema de referencia x-y.

2 2
a) Particularizando el tensor de tensiones en (x, y)=(/, 2) se obtiene: o= (2 j

-1
compresion donde, i al ser positiva representa una
o, =1 traccion en direccion x, con sentido positivo
1 Gy =2 en la cara de normal positiva y sentido
. =2 negativo en la cara de normal negativa. o; al
trageion v ser negativa, representa una compresion, con
‘—l I_’O.XX_Z sentido negativo en la cara de normal
0,=2 positiva y sentido positivo en la cara de

0, o normal negativa. o, es positiva y por tanto

T representa una accion tangencial que lleva la

direccion positiva (en y) sobre la cara de

normal positiva (en x), el sentido contrario

(por accidn-reaccion) sobre la cara de normal

negativa y respetando el equilibrio de
momentos (Cxy = Ojx).

b) Para el calculo de tensiones principales se emplea el problema de autovalores: (o- o)
n=0, sistema homogéneo, cuya solucion no trivial implica que el determinante de la matriz
de coeficientes sea nulo: Det(o-0y) =0, particularizado para el punto (x, y)=(1, 2) queda:
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2—-0 2
2 —-1-0

Il
)

que deja la siguiente ecuacion cuadratica:
(2-0)(-1-0)-4=0=>0-0-6=0=>0=3y o=-2

de modo que en un determinado sistema de referencia (estado principal de tensiones), el
estado tensional s6lo tiene componente normal de traccion (o= 3) en una direccion y
compresion (o= -2) en la direccion perpendicular.

c) El estado tensional en ejes x'-' se obtiene con la relacion de transformacion o’ =L" gL,
donde L representa la matriz de giro, que se obtiene, por columnas, proyectando los vectores
unitarios del sistema x'-)' sobre el sistema x-y.

y! 3 cos45 -sends
send5 cos45

-5

\ \ - -~
5 3
. [ cos45 send5\2 2 \(cos45 -send5 P
o= N =
— \-send5 cos45\2 —1)\send5 cos45 33
2 2

1.9.2 Alargamiento de un segmento

Se conoce la solucion de deformaciones del s6lido mostrado en la figura referida a los ejes
xyz, siendo K una constante de pequefio valor. Determinar el alargamiento de la diagonal
AB.

2x 0 0
E=K| 0 2y 0
0 0 =z
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Particularizamos el tensor de deformacion para los puntos de la diagonal AB (z=0 x=y) y
calculamos la deformacion normal asociada al plano cuya normal es un vector unitario en la
direccion AB (n=(1/V2, 1/V2, 0)) para ello previamente calculamos el vector deformacion
(£") asociado a dicha normal y posteriormente proyectamos dicho vector sobre la normal.

L) (2 2x
2 0 0)+2 2 NE]

e =kl o 2v o] Ll=kx|ZX| ; ¢ —nTe‘"—(] L 0)1(2" = 2Kx
- N NF 2 2 2
0 0 0) 0 0

El incremento de longitud de la diagonal AB vendra dado por: AL ,, = I ’ £,ds
A

Sabiendo que x=s/72 , siendo s una coordenada dirigida en la direccion 4B, se obtiene:

B V2L 2L
ALy =[] eds= [ 2Kuds= [ 2K ds=2KD

1.9.3 Acciones sobre el contorno

Una laja cuya geometria es la del tridangulo rectangulo isésceles mostrado en la Figura, esta
sometida en la cara BC a una tensiéon normal de valor oy tangencial 0. Se sabe que el
material tiene de constantes elasticas £ y v, y que el estado tensional es constante.
Determinar las acciones que deben existir en las caras 4B y AC para que un tensor de
tensiones constante en todo punto, tal que provoque que un alargamiento nulo de la linea
CB, sea la solucion del problema.

cr

o

L

A I B

Al ser el estado tensional constante en todo el solido el tensor de tensiones tendra la forma:

4

IS
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siendo a, b y ¢ constantes a determinar. En primer lugar sabemos que sobre la cara BC hay
una tension normal ¢ y una tangencial t nula. Aplicando el Lema de Cauchy sobre la cara
BC de normal n=(1/72, 1/¥2 ) obtenemos

1 1
t":(a CJ V2|2 ch)ﬁ

c bl 1| 1
= b)——
)\

La tension normal sera la proyeccion del vector tension sobre la normal (o= ¢ n):

a+b+2c
o=—_—"+
2
La proyeccion del vector tension sobre el plano al cual estd asociado es la tension tangencial
y se obtendria multiplicando el vector tension por un vector contenido en el plano tangente
(s =(1/\2, 1/V2) (+=t" 5)
—a+b
2

0

De las ecuaciones anteriores deducimos:
a=b;atc=o

Para imponer la condicion de que la linea CB no se alargue debemos calcular el campo de
deformaciones:

1+v 1%

£, = Cp——
pey E XX E

1-v
(O-xx"l'o-yy):TA

I+v v 1-v
» :To-,vy _E(O-xx +o-yy):TA
_I+v o I+v

£y z o, z C

La condicion de que la linea no se alargue vendra dada por:

C
ALy = &ds=0

siendo &, la componente normal del vector deformacion asociada a un plano cuya normal es
la linea BC (g,=¢" n), que ahora serd: n =(-1/ V2, 1/2). Aplicando el Lema de Cauchy
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Al ser g, constante la condicion de que ALpc sea cero implica que &, lo sea, de lo que se
deduce:

I1+v
a= C
1-v

Por tanto, el estado tensional vendra dado por:

I+v I-v
a=b=——o0 ; c=——
2 2
Conocido el estado tensional, las acciones en las caras AC y AB se obtienen aplicando el
lema de Cauchy:

Cara AC: n=(-1, 0) o(1+v)/2 C//

o _c 1+v I-vY-I _ 1+v | o
o=y svho) 2li-v aa-v)/zi
HITTE 0

- — — -

Cara AB: n=(0, -1) o(1-v)2

tn_o' I+v 1-v{0) ofl-v
2=y 1+vh-1) 2li+v

1.9.4 Caso 3D, célculo de tensiones principales y vector tensién

El solido elastico mostrado en la figura esta sometido al estado tensional o que se indica.

a) Para el punto 4 del solido elastico, representar el estado tensional resultante empleando
un cubo sin dimensiones (tanto en las caras vistas como las ocultas).
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b) En el mismo punto 4, calcule sus tensiones principales.

¢) Enlacara ABCD, determinar el vector tension.

a) Para representar el tensor de tensiones empleando un cubo sin dimensiones (que
representa un punto del sélido eléstico), se particulariza dicho tensor para las coordenadas
del punto A=(1, 1, 1):

0 3 0
g=|3 0 =2
0 -2 0

Considerando el caracter simétrico del tensor de tensiones, se representan sus valores en el
punto A tanto en las caras vistas como en las ocultas (usando 2 cubos independientes sin
dimensiones):

y  CARAS A CARAS
z|  VISTAS z OCULTAS
2 =
— v

3
—_—
3 y

:%i

b) Las tensiones principales se obtienen como un problema de autovalores:

-0 3 0
o-0cl=0 ;3 -0 -2=0;,-0'+40+90=0=0(130-0")=0
0 -2 -
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De dicha ecuacion se obtienen 3 autovalores: 6 =0 ; o ==%-//3

Por tanto, las tensiones principales son: 0, =+/13 ; 0, =0, 0, = /13

¢) Cualquier vector tension se puede calcular usando el Lema de Cauchy, conociendo el
tensor de tensiones del s6lido elastico y la normal a la que esté asociado el vector tension en
cuestion (' = on)

Se pide calcular el vector tension en la cara ABCD de este solido eléstico. Para ello, se debe
particularizar el tensor de tensiones para dicha cara del s6lido y obtener la normal a dicha
cara.

La cara ABCD representa una recta en el

= plano y, de ecuacion z= my+n, m y n

a pueden obtenerse usando los puntos

) e A=B=(1, 1) y C=D=(2,0). Resolviendo

dicho sistema de ecuaciones se obtiene

c=py que la recta particular buscada es z=2-y.

| , | Por tanto, el tensor de tensiones
\ \ particularizado para la cara ABCD es:

6x—6 3 0
o= 3 x+y-2 =2y
0 -2y  x—y

Al tratarse de un plano inclinado a 45° el vector normal esta también orientado a 45° de los
ejes y'y z. Por tanto, el vector unitario normal a la cara ABCD es:

1 1
ﬁY/;BCD:(Oy ﬁ, ﬁ)

Una vez se dispone de lo necesario el vector tension en la cara ABCD quedaria:

6x—6 3 0 0 3
tisecp=| 3 x+y-2 =2y 1/-2 |=

=S x—y=2
) P

0 -2y  x-y x—3y
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1.9.5 Calculo de los desplazamientos a partir de las deformaciones

Dado el tensor de deformaciones que se indica (donde & es una constante muy pequeia),
calcular el campo de desplazamientos.

|k kx

= by

Para obtener el campo de desplazamientos, integramos las deformaciones:

I1tn

2

£, 3 kx=u . (x,y)= k; + f,( ), siendo fi(y) una funcion genérica de y.
X

auy ky?

_Ou, _

£, = & =ky:>uy(x,y)=7+f2(x),siendofz(y)unafuncio’ngenéricadex.
ou,
sxyzi ou, +i =kx
2{ dy  ox

sustituyendo las expresiones obtenidas de u.(x, ) y u,(x, y) en &y

W) Hx)|_ .
20 oy ox

separando variables, obtenemos:

Vi) _ o (%)
oy ox

La igualdad anterior so6lo puede ser valida V(x, y) si ambas expresiones, que dependen
exclusivamente de x e y respectivamente, son iguales a una constante. De esta forma
obtenemos las dos ecuaciones siguientes:

Wi(y) oy o) _ o 4 = Sily)=dy+B
v ox %zzkx—A:fg(x):ka—Aﬁc
X

De donde obtenemos los desplazamientos:
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ka
ux(x,y)=7+Ay+B

kJ/z
uy(x,y)=7+Kx2—Ax+C

Los valores de 4, B 'y C quedan por determinar a expensas de que se conozcan los
desplazamientos (uy, uy) y giro como sélido rigido en algiin punto del solido.

1.9.6 Lectura de bandas extensométricas

Sea un solido sometido a un cierto estado de cargas y sobre el que, en una de sus caras, se
colocan tres bandas extensométricastal como se indica en la figura. Las bandas arrojan las
siguientes lecturas de deformaciones normales (componentes normales del vector
deformacion): &= 0, &= 0, &= 2K. Determinar el tensor de deformaciones y el tensor de
tensiones, asi como las tensiones principales y la direccion principal 1.

El tensor de deformaciones se obtendra a partir de las medidas de las bandas relacionandolo
con las deformaciones normales segin la direccion de las bandas: 5,=(¢n)" n

Banda 1: n"=(1, 0) => &= &= £,=0
Banda 2: n=(0, 1) => &= &= &,=0
Banda 3 : n’=(IN2, IN2) => &= &= (6x +26,+ 6)/2=2K => &, = 2K

Asi el tensor de deformaciones resulta ser:

(0 2K
|2k 0

1try
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Utilizando la ley de comportamiento se obtiene el tensor de tensiones:

E (0 2K
O=——
- I1+v\2K 0

La tensiones principales se obtienen resolviendo la ecuacion: ‘ o—0l ‘ =(), de este modo:

-0 LZK

£ I+v =0:>az—(izl<)2=0:>a:ii21<
2K . 1+v 1+v
1+v

Ordenando de mayor a menor, las tensiones principales son:

O'1=L2K K a,,z—LZK
1+v 1+v

. . .. . . 1
La direccion principal I de obtiene de resolver el sistema: (Q -0, é )Q =0

_E ook Bk ) LZK(—n;m’):o
I+v I+v el 14V g

E E STV E

— 2K -——2K "y = 2K(nl-n')=0
1+v 1+v 1+v 7

Ambas ecuaciones son iguales, conduciendo a: n; = nf

Para cerrar el problema hay que anadir la ecuacion que define que la normal es unitaria:

(ny )’ +(ny )’ =1=2(n; )’ =1=n; =

\’ii
Y]

Escogiendo, por ejemplo, el valor positivo, se tiene que la direccion principal I viene
definida por la normal:

n[‘r - (L LJ

W2 A2

1.9.7 Problema termoelastico

Sea un solido asimilable a una laja delgada (problema plano) de constantes temoelasticas E,
VY a, peso especifico y, que se encuentra encajado entre dos paredes que forman un angulo

L. El contacto del sélido con las paredes es sin rozamiento y éste se encuentra sometido
ademas de a su peso propio (actuando en la direccion —) a una presion en su cara superior



Conceptos basicos del solido deformable 53

de valor p y a un incremento térmico de valor T. Compruebe si el tensor de tensiones:

afx.) ; Oy =0 0=g(x, y)

puede ser solucion del problema.

Para que el tensor de tensiones propuesto sea solucion debe satisfacer en primer lugar las
ecuaciones de equilibrio interno:

do
90, +—2+X, =0
ox dy ’
do., do
S+ 2+ X =0
ox dy

De la primera ecuacion, sabiendo que oy, es cero y que Xy también se obtiene:

90, _f(x.y)

De la segunda ecuacion, sabiendo que o, es cero y que X,=-y, se obtiene:

9o, y=98(x.y)
dy dy

—y=0=0,=g(x)+tp

Usando la ley termoelastica obtenemos el siguiente campo de deformaciones:

1+v 1% 1 1%

= o,.——\o.,+to, J+taol =— - + +al
W= o oo, raT = )= (alx)vry)

1+v 1% 1 v
ey="t o, lonro, Jral = (s(x)ryy)- L f(r)var

_I+v
xy E xy

=0
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Dicho campo de deformaciones debe ser compatible:

angx + azgyy — azyxy = azf(y) + azg(x) :0

oy’ o’ dxady h oy’ ox’
af(y) =4 >f(y)—éy +By+C

2
aég;(zx)z_A=>g(x)=_§x2+Dx+F

Por tanto, la estructura del tensor de tensiones, a falta de satisfacer las condiciones de
contorno, €s:

A4
—y +By+C 0
[o‘m o'xy] 2)/ Y
0 —§x2+Dx+F+}/y

Condiciones de contorno en tensiones:

Cara AB: x=0, 0<y<a; n"sp=(-1,0) ; T%4s= (t,0)

T t o, 0Y-1\ (-0,
AB AB 0 0 O_yy 0 0

x xx ‘ x=0

Cara BC: y=a, 0=x<b; n'sc= (0,1) ; T"3c= (0,-p)

0 O-xx 0 0 O-xx
Tsc =0npc = =| =
-pP 0 o, 1 o,

0O=0

XX

=§a2+Ba+C=0

y=a

—P=0,

W y=a

=—§x2+Dx+F+}/y=—p

El cumplimiento de la ultima ecuacién para 0<x<b implica:

A=0;D=0; F=p-ya
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Cara AC: x=y tgf3 ; n"ac= (cosfB-senf) ; tac=t" (gnic), siendo t'=(senf3, cosf)

t, o, 0\ cosp o, cosfB
Tic=0nsc = = =

Z, 0 o, \- senf3 - O'yysenﬁ

peosp| =P fsenfl =0
— —
=(senf3,cos ) O'yysen 3 =(0,.—0,, )cos fsen ep
F+yy=By+C
De donde se deduce que:
F=C;B=y

Después de aplicar las condiciones de contorno en tensiones los tensores de tension y
deformacion quedan de la siguiente forma:

(Gxx nyJ:(_p-i_}/(y_a) 0 J
Oy Oy 0 -p+t¥(y-a)

(gm, gxyj_ I_Tv(—P+7(y—a))+aT 0
0 Y epeny-ayrar

Para concluir, si la solucion tensional es la mostrada solo queda comprobar si se satisfacen
o no las condiciones de contorno en desplazamientos. Para ello debemos integrar el campo
de deformaciones para obtener ¢l correspondiente campo de desplazamientos:

0 1 11—

€, = gj ——3{ —p+¥W(y—a)+al =>ux=AE¥(—p+v«y—a»x+aTv+mou
du, 1-v y

£, = o 7( p+yy—a))+ol =>“y=T(—P+7(E—a))y+(ﬂy+n(x)

ou, Oy _dm(y)  dnfx)

d  x  dy dx

u =—1_V(—p+}/(y—a))x+aTx—cy+d

X

Vo = =0=>m(y)=—-cy+d ; n(x)=cx+f

1 1%
= p+y(1—a))y+ary+cx+f

<
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Las condiciones de contorno en desplazamientos son:
Cara AB: x=0, u,=0 para todo y entre 0 y a => c=d=0
Cara AC: x=y 1gf3, uy=ux cosf- u, senf3=0 =>

I-v_y’ 2
=V 1
f z 72( g p)

Dado que fes funcion de y cuando deberia ser una constante concluimos que los ejes x e y
no son principales y por tanto el tensor propuesto no es solucion al problema al no satisfacer
todas las condiciones.

1.9.8 Barra sometida a cargas en los extremos

Sea un solido asimilable a una laja delgada (problema plano) de seccion rectangular (/xz) de
un material isétropo elastico lineal de constantes elasticas £y v. El s6lido estd sometido en
su cara CB a unas tensiones normales (ocp) y tangenciales (zcg) cuyas resultantes son N, V'
y M, en su cara AD se encuentra también sometido a unas tensiones normales (oup) y
tangenciales (z4p) de resultantes No, Vo y Mo. El s6lido tiene impedido los desplazamientos
como so6lido rigido, para ello el punto O tiene impedido los desplazamientos vertical y
horizontal asi como el giro alrededor del eje z (dw/é=0). Se consideran despreciables las
fuerza por unidad de volumen.

a) ¢(Qué valor tienen que tomar No, Vo y Mo para que el solido esté en equilibrio?
b) Comprobar si un tensor de tensiones de la forma:
oufx, y) ; Oy =0, 0=g(x, y)
podria satisfacer las condiciones de contorno del problema.
¢) Encontrar la solucion en tensiones y desplazamientos en funcion de N, V'y M.

y

y
Mo Oup Opc -
Vo (] D © v M d -~
5 O - h
B 1
Toc
W A B ‘ BC




Conceptos basicos del solido deformable 57

a) Para que el so6lido esté en equilibrio debe cumplir que:
2F.=0=N-No=0= No=N
ZF}, =0=V-Vo=0=Vo=V
Wz

y=0=VL+M—Mo=0= Mo=M +VL

b) Comprobemos si el tensor propuesto puede satisfacer las condiciones de contorno en
tensiones

v Ipc
npc
MAVL Cus
n
Vv B4 1D p;w? fX;U
o A
N a 'l a.
o "
L/ =
T4

EAB'\IAB

O

Tac
E N<>
[rls
Tc

Cara AB: y=-h/2, 0<x<L ; n" 3= (0, -1) ; T"45= (0, 0)

0\ (0. o, 0) (-0,
Tu=0ni = = =
0 0, O, N\— 1 —0,

o (x~h/2)=0 ; o, (x~h/2)=0

Cara CD: y=h/2, 0<x<L ; n"cp= (0, 1) ; T"cp= (0, 0)

0 O-xx O.ry 0 O-xv
Tep =0ncp = = ) = -
0 o, O, NI o,

o, (x,h/2)=0 ; 0,(xh/2)=0
Cara BC: x=L, -h2<y<h/2; n'sc= (1, 0) ; T"sc= (0sc Ts0)

o o o 1 o
tamame=( 7[5 2 IH{G:
TBC O-X}’ O-,V)’ 0 O-yy

0un(Ly)=05  0,(Ly)=Tp
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La condicion de que las resultantes de ozc 'y 3¢ sean N, V'y M se impone como:
/2
L Gpedd=N = J:h/zam(L, y)tdy =N
h/2
L TpedA=V = Ll/zaxy (Lydy=V

h/2
J.A OpcydAd=-M = J._h/ZO'xx(L,y)ytdy =-M

Cara AD: x=0, -h2<y<h/2 ; n"ap= (-1, 0) ; T"4p= (Cup, Tup)

_O- O-YX O-Y _1 _GXY
TAD:Q_nAD:( ADJ:( v y)( j:( j
~Tup 0, Oy, 0 —0,
0.(0y)=0,, O-xy({)’y) =T
La condicion de que las resultantes de opc y 3¢ sean N, V'y M se impone como:
[o dA—N:jma (0, )idy =N
4 AD - /o Y y =
dA " G (0.9 )d
J‘ATAD _ij—h/ZGXy( ,y)ty—V
h/2
IAO'ADydA:—M—VL:>Ih/zo'xx(O,y)ytdy:—M—VL

Si oy, es cero se satisfacen las condiciones de las caras AB y CD en la direccion del eje y.
Para el resto de condiciones al no intervenir o, y ser ox y Oy, funciones genéricas de x e y
no habria por ahora ningtin argumento que nos hiciera pensar que la soluciéon tomada no es
la correcta.

c) Para que el tensor de tensiones sea solucion debe satisfacer en primer lugar las
ecuaciones de equilibrio interno:

ao-ixx + ao_ixy + Xx =0
ox dy
Jo,, do

+—"+ X, =0
ox dy

De la segunda ecuacion, sabiendo que aj, es cero y que X, también se obtiene:

Jo

WWZOjo-xy:g(y)
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Sustituyendo en la primera y sabiendo que X es cero se tiene:

) do, 0
T 0= g (y) =020, = f () =3¢ (y)
ox dy ox

Estas tensiones provocan un campo de deformaciones que debe ser compatible. Asi, si
aplicamos la ley de comportamiento obtenemos el siguiente campo de deformaciones:

1 1 ,
%x—EfGH—VGW)—E(fOU—xg(y»

£y = (0, VO ) == ([(7) =38 (1)

_1+v _I+v
£y = Z o, = Z

g(y)

La ecuacion de compatibilidad en deformaciones es:

Ve, 08, 0% 1=v 3f(y) de(x),_,

XX

(

dy’ ox>  oxdy  E y’ ox’
2

IS g f(y)=ap+b
dy

d’g(x)

c
=0=>g00=5y“ﬂb+f
Ya tenemos una estructura de tensor que satisface el equilibrio y la compatibilidad, las
constantes a, b, ¢, d y f'se obtendran al imponer las condiciones de contorno:
Cara AB: y=-h/2, 0<x<L ; n"45= (0, -1) ; T"45= (0, 0)
02

0, (x~h/2)=0 =>g(—h/2)=0=>?c—hd+f=0
Cara CD: y=h/2, 0<x<L ; n"cp= (0, 1) ; T"cp= (0, 0)
2

o (xh/2)=0 =>g(h/2)=0=>};c+hd+f=0

De las dos ecuaciones anteriores se obtiene que d=0'y f=-h’c/8 quedando g(y)=c(y’-h*/4)/2
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Cara BC: x=L , -h/2<y<h/2 ; n"sc= (1, 0) ; TTpc= (0Bc, Tsc)

h/2

h/2
L OpedA =N => LM O (L y)dy = Lh/z(f(y)—Lg'(y))tdy =

=["" (ay+b~Leypdy =bith=N

h/2 h/2 w2 ] 5
[jscat=v=[ "o (Lyndy=[ " eyudy=[ " ( cy’+fpdy=

th®  th’ th’
=—c——c=———c=V
24 8 12

h/2 h/2
[ oscydd==M=[ "o (Lyydy=[ " (f(y)=Lg'(y)ytdy=

h/2 P B th’
=| (ay"+by—Lcy )tdyzz(a—Lc)z—M

h/2

De las tres ecuaciones anteriores obtenemos:

bzﬂzﬂ;c —L{VZ—K,'CZZ—M+L0:—M+VL
th A th’ I

zz zz zz

siendo 4 (=th) el 4rea de la seccion, L. el momento de inercia alrededor del eje z (=th%/12).

Se puede comprobar que con los valores obtenidos de las constantes las condiciones en la
cara AD se cumplen. Asi, el tensor de tensiones que satisface todas las condiciones, y por
tanto es la solucion al problema, viene dado por:

N M+V(L-x)
y I Y

zz

2 2
o, =g(y)=§cy2 +f=;{y2 —@) J=—21Vﬂ[y2 —[9 J

Conviene notar que para que la solucion anterior sea la solucion al problema las tensiones
que estarian aplicadas en las caras BC y AD deberian ser las leyes lineales y cuadraticas
dadas por las ecuaciones anteriores. Si no fuese asi, con estas leyes, lo tnico que se podria
afirmar es que la solucion seria la correcta, por el Principio de Saint-Venant solo a una
distancia del orden de / de las caras AD y BC. En los capitulos posteriores donde se tratara
el modelo de barra, la premisa basica sera trabajar con la resultante del estado tensional y,
como se vera, las hipétesis que se adoptaran permiten obtener la solucion cuasi-exacta.

. =f(y)-xg'(y)=ay+b—x(cy+f)=



Conceptos basicos del solido deformable 61

Para obtener el campo de desplazamientos integramos la relacion s-u:

0
xx=5; 2(1\1’ w - I N wy)dx+_ﬂy)
M+V(L-2)
u, =é(%x—?2yw+f(y)
_Ou, v N M+V(L- x) (. V,N M+V(L-x)
£, = PR =207 71” =>u, .[ 7{22 y)dy+g(x)
vV N  M+V(L- x)y’
v = E(A B A) )+8&(x)
_Ou, Ou, _ I+v[ o (RY|V _ 0 Kl df(y) dg(x) _
%“'_ay+ax_ E{y (szz> J.de+ J. dx
; M+V(L-"Y)
df(y), dg(x) .1 2
& i [(]-f- )y’ +(]+v)( j]EIZZ+E I X

De la tercera ecuacion se obtienen f{y) y g(x):

2 3 2
F(r) [(1+ )y +(1+v)[ ]J—>f(y) [(i+;)y3+(1+v)(’;j y} r

dy EI EI
X 2 2 x3
M+V(L-— Mx™ +V(Lx" ——
dg(x) _ 1 ( )x=>g(x)=i—x (& 3)—Ax+C
dx E I, E 21,

siendo 4, By C las constantes asociadas a los movimientos como sélido rigido. El campo
desplazamientos resulta:

X
M+V(L-2) 5 2
1 N 2 V.y h 14
= (—x—————Eyx)+| (I+=)—+(1+V) — ——+Ay+B
u, ( x— 7 ¥x) [( 2) 3 ( )[Zj y]EI y

2z zz

3
M +V(L? -1
u.z_z ﬁy M+V(L- x)y )+1 3 Ax4C
YTUE' 4 I 27 E 21

zz zz
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Las constantes 4, B y C se calculan imponiendo

Para x=0 y =0, uy==u,=0 y Ai/F=0 => B=0 ; C=0 y para y=0 y x=L u,=0 =>
2
EL\2
Finalmente el campo de desplazamientos queda:

x
u —i(ﬁx—M-i_V(L_i) x—(2+v)y—3£)
YE 4 I g 6 1

2 3
L [2(1+v)(z] x+V(L—x)y2—);+Lx2J
LW N )

YTE 4 21 21,

zz
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ELASTICIDAD Y RESISTENCIA
DE MATERIALES

Del punto a la estructura

Elasticidad y resistencia de materiales. Del punto a la
estructura es una obra pensada para el aprendizaje de
la asignatura del mismo nombre que se imparte en el
grado de Ingenierfa de Tecnologias Industriales de la
Escuela Técnica Superior de Ingenieria de la Universi-
dad de Sevilla. Se trata de un texto de referencia para
los que se inician en el estudio de estructuras de ba-
rras, que viene precedido de una breve introduccion
a la mecanica del sélido deformable. El libro, ademas
de diversos capitulos dedicados a estudiar el efecto
que las diversas solicitaciones tienen sobre el com-
portamiento estructural de la barra o de la estructu-
ra, incluye al final de cada capitulo una coleccion de
problemas resueltos sobre la tematica abordada. Asi-
mismo, se incluye una serie de anexos que amplia los
conocimientos sobre diferentes aspectos relacionados
con las estructuras de barras.
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